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1. ESPACES VECTORIELS NORMES
1.1. Rappels des notions usuelles.

1. R

(a) Le corps commutatif R

R est muni de 2 opérations +, . faisant de R un corps commutatif. Les différentes struc-
tures algébriques sont

Groupe : Une loi associative, existence d’un élément neutre, tout élément a un opposé
Groupe commutatif ou abélien : La loi est commutative

Notation additive G, + z+y kx -z Oq

Notation multiplicative G,.oux zy zF 27'oul 14

Le groupe constitue la structure algébrique fondamentale. La théorie des groupes est
particulierement sophistiquée malgré la simplicité de la définition de cette structure.

Anneau : Deux lois, I'une + faisant de ’ensemble un groupe abélien, I’autre, ., asso-
ciative, admettant un élément neutre 1 # 0, se distribuant sur l’addition & droite et &
gauche.

Unité : Tout élément de A inversible pour la multiplication, exemple : 1 et —1 sont les
unités de Z, les polynémes constants sont les unités de K [X], etc.

Diviseur de 0 : Tout couple (z,y) avec z # 0,y # 0 et zy = 0. Exemple ([ é 8 ] , [ 8 (1] ])
dans M (2,R)

Anneau commutatif : . est commutative
Anneau integre : Commutatif sans diviseurs de 0
L’intérét des anneaux integres est de fournir un cadre a I’arithmétique.

Corps : Un anneau dans lequel tout élément non nul est inversible. Il existe des corps
non commutatifs (Quaternions par exemple) mais tout corps fini est commutatif.

Les corps fournissent les scalaires dans les combinaisons linéaires.
(b) Ordre sur R
Ordre : R est un corps totalement ordonné par < (défini rigoureusement par z < y

ssi y —x € [0,4o00(, ce dernier est défini lors de la construction de R). si z < y alors
t+z<y+zet,siz>0,z.2<y.2
On définit |z| = max (z, —z)
R est archimédien, Vx € R, il existe un unique entier n € Z tel que
n<r<n+1

On note n = [z] = E () soit la partie entiere de z. On a

z <y =[z] <[y] et surtout
meZetm<z=>m< [z]

Remarque : On a
—[—z]-1<2z < —[-2]

(¢) Complétude de R

Théoréme de la borne supérieure : Si A # & majorée, A admet une borne supérieure notée
sup A
sup A = min {majorant de A}
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M =sup A
& < M majore Aet Ve >0,]M —e, M|NA# @
M majore A et 3 (a,) € AN convergeant vers M

sup A peut ne pas appartenir & A. Si sup A € A, c’est le plus grand élément de A et on
le note max A

Conséquence : Toute suite croissante majorée est convergente(cf suites).

(d) Les convexes de R
Segments : Par définition, [a,b] = {t.a+ (1 —t).b,0 < ¢t < 1}
Convexe : C est convexe ssi Va,b € C,[a,b] C C

Les intervalles de R sont les convexes de R. Pour montrer qu’un ensemble A est un
intervalle, on montrer donc que

Vz,y € A [z,y] C A

Remarque : Ces définitions se généralisent aux espaces vectoriels.

[3,2] désigne un segment, [2,3] un segment ou un intervalle, ]2,3[ un intervalle et ]3,2[
n’a pas de sens.

2. Les complexes

C se construit de plusieurs maniére, & partir de R? (le plus simple) ou bien en considérant les

. 1 0] [0 =17\,

matrices o111 o ; on pose
1 o].._[0 -1
“lo1|’" 7|1 o

z=a-+1.b

Un complexe est de la forme

a est la partie réelle de z, b la partie imaginaire.
C est un corps commutatif, c’est une extension de R (i.e R est un sous corps de C)
Module : |z| = Va2 + b?

Complexe de module 1: On note
U={z€C,|z|=1}

(U, .) est un sous groupe de (C*,.)
Notations d’Euler : Si z € 4,30 € R,z = cosd + i.siné, on pose z = /.
Cela permet d’étendre la fonction x — e* & C en conservant ces propriétés usuelles.

Un complexe z € C se met sous la forme
z=|z|.€%
On obtient alors
Vn € Z,2" = |z|" .e?
Cela ne s’étend & n € Q ni donc & fortiori an € R et C.

La propriété la plus importante des complexes est d’étre un corps algébriquement clos (théoreme
de D’Alembert Gauss) : Tout polynéme non constant & coefficients dans C admet une racine
complexe.
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3. Espace vectoriel

Un espace vectoriel sur un corps K est un ensemble £ muni de 2 lois, I’'une + interne, ’autre
externe de K x E — E. Ces lois doivent vérifier :

— (E, +) groupe abélien
—Vz,y € E,¥YA\,u € K on a

le==2
Alz+y)=Az+ Ay
A (pz) = (Ap) -

A+p)z=Az+px

En fait, dans un K espace vectoriel, 'opération de base est la combinaison linéaire : Une com-
binaison linéaire sur les (z;,i € I) de coefficients ()\;,i € I) & support fini (1) est ’expression

icl

On a des propriétés simples : Une combinaison linéaire sur des combinaisons linéaires sur
les (z;) est une combinaisons linéaires des (z;). Toute combinaison linéaire est une suite de
combinaison linéaire élémentaire de la forme (z,y) — Az + py. Tout repose sur cette notion :

(a) Sous espace vectoriel de E : Sous ensemble F' non vide stable par combinaison linéaire.
La restriction des lois de E a F' fait de F' un espace vectoriel. Dans la pratique on obtient

F+0o

F' sous espace vectoriel < { VA\,pe KNz,y e F,Ax + py € F

i. Opérations :
— L’intersection de sous espaces vectoriel est un sous espace vectoriel
— La réunion de sous espaces vectoriels n’est PAS un sous espace vectoriel en
général. Mais si A C FE est un ensemble de E, (A) ensemble des combinaisons
lindaires de vecteurs de A est non vide (contient 0 (2)). Tout sous espace vectoriel
contenant A contient (A). C’est le sous espace vectoriel engendré par A.
— Si (F;,i € I) est une famille de sous espaces vectoriels de E, on note

ZFi = (Uil Fy) = Z x; avec z; € Fj
iel i€J fini
JCI

ensemble des vecteurs somme d’un nombre fini de vecteurs dans les F;

— La somme ), F; est directe et on écrit dans ce cas ;e F; ssi tout vecteur de
Ziel F; s’écrit de facon unique z;, + x5, + --- + 35, les i, distincts deux & deux,
x; € F;. Cela revient a écrire que

Vpglav{llaalp} CI7vxik eFik
Ty + T+ -+ 3, =0=>x;, =0,k=1---p

Le cas le plus utile est celui de deux sous espaces : On a d’une part

F@G@FHG:{(T}

Isupport d’une famille (1i);e7 = {1 € I, u; # 0} . Dans le cas ou le support est fini, la somme Zie] i est en fait
une somme finie donc parfaitement définie.
Zpar convention, si A=, =0



1.2.

(b)
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et d’autre part
FLo---0F,_10F,
=4
Fig--@F,1et (Fi+-+F,1)®F,
ce qui permet de montrer une somme F; @ --- @ F;,_1 @ F,, de maniére récurrente en
utilisant seulement la caractérisation de F & G
ii. Dimension finie
Un espace vectoriel est dit de dimension finie si il est engendrée par une famille finie
de vecteurs. Il existe dans ce cas une famille génératrice minimale qui est également
libre. C’est une base de E, son cardinal, indépendant du choix de la base est la
dimension de E.
— Tout sous espace d’un espace de dimension finie est de dimension finie inférieure
— Si A sous ensemble de E engendre un espace vectoriel de dimension finie, A est
dit de rang fini et et pose rang A = dim (A)
Morphismes
C’est une application d’un K espace vectoriel E vers un K espace vectoriel F. On a

felg(E,F)s fe FE VA ue K,Vz,y€e E
Fz +py) = Af () + p.f (y)

— E = F : Endomorphisme, f bijective : Isomorphisme, f bijective et E = F :
Automorphisme
— E quelconque, F' = K, f est appelée forme linéaire, on note

E* = Ly (E,K)

I’espace dual de E.
— Théoréme du rang : On a le résultat suivant

rang f = dimg f (E) = dimg E — dimg ker f
plus utile sous la forme
dimg f (F) = dimg F — dimg (ker f N F)

Algebre
Définition : Une K algebre est un ensemble A muni de 3 lois +, * et . dont une externe
de K x A — A, faisant de A un K espace vectoriel et un anneau, et telles que

Vz,y € A VA€ K, A (zxy) = (\x) xy =z * (\y)

Les exemples les plus courants sont les matrices, les suites réelles (voir plus bas), les
polynomes, les fonctions continues sur un intervalle de R etc.

Les algebres sont aux polynémes (plus rigoureusement aux expressions polynomiales) ce
que les espaces vectoriels sont aux combinaisons linéaires.

Notion de norme.

1. Définition d’une norme

Définition : Soit E un K espace vectoriel (ot K =R ou C) et N: E — [0, +0o(. N est une
norme ssi elle vérifie

Ve E,N(z)=0c2=0
Vz € E,VA € K,N (\z) = |A\| N (z)
Ve,y € E,N(z+y) <N (z) + N (y)

(E, N) est appelé espace vectoriel normé (noté E.V.N)

Remarque :
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N <6) = 0 est une conséquence de NV <6) =N (06) =0.N (6) =0

Si N est une norme, N' = uN ou u > 0 est également une norme.

L’inégalité triangulaire permet de déduire les deux inégalités suivantes :

Vz,y € E,|N (z) — N (y)| < N (z — y)
V(z;) € EP,Y (X)) € KP, N (30 Nizi) < Y0, [Ai| N ()

Les cas K = R et K = C sont au démarrage similaires, mais K = C est moins intuitif;
ainsi prenons deux vecteurs u et v colinéaires de méme norme, on a si K = R,u = fwv
tandis que si K = C, on obtient u = e*’.v avec § € R (soit une infinité de vecteurs).
2. Vocabulaire usuel, distance associée & une norme

Définition : Un vecteur de norme égale a 1 sera dit normé ou unitaire

Remarque : Sixz € E,x # 0, le vecteur ﬁ est normé.

Définition : Si A C E, A est bornée ssi il existe M > 0 tel que
Ve AN (z) <M

on dit que A est bornée par M. Un sous ensemble d’une partie bornée est borné. Il faut
distinguer, dans R, majoré de borné.
Une norme N est associée & une distance d en posant pour z,y € E,d (z,y) = N (z — y).

d vérifie les propriétés d’une distance métrique & savoir :

Proposition :
Ve,y € E,d(z,y) =0 z=y
nyeEd(x, y) =d(y, )

Mais il existe des distances métriques non associées & des normes.
Définition : Si A C E non vide et ¢ € E, on pose

d(z,4) = inf d(z,y) = inf N (y —z)

On peut remarquer que
Vo,y € E,Nz € A,d(z,2) <d(z,y) +d(y,2)

soit
d(z,z) <N (y—2)+d(y,2)

on obtient finalement
Vr,y € E,d(x,A) <N (@y—=z)+d(y,A)

soit enfin en remarquant que x et y jouent de roles symétriques

Proposition :
Vo,y € E, |d(z,A) —d(y,A)| < N (y — =)

Cela signifie en fait que la fonction z — d (x, A) est continue (voir plus loin).
3. Exemples

(a) normes sur R ou sur C

Exemple 1. £ = K, si N est une norme sur E, on a V& € E,N(z) = N (z.1) =
|z| .N (1). Les normes sur E sont donc toutes de la forme N (z) = A.|z| ou X > 0.
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(b) normes sur R™

Exemple 2. E = K" oun > 1. Les trois normes usuelles sont définies pour r =

(xla o 'an) bar
Ny (2) = Xy |24l
Ny () = /Ty ol

(c) normes sur Cj [a, b] ou sur des espaces de fonctions

Exemple 3. E = Cy[a,b]. On retrouve ’équivalent des trois normes précédentes, pour
f€E,
Noo (f) = rln%lX(If (@)))

Ny (f) =[ \f (@) da

0

1
Ny (f) = j f (@) de

Exemple 4. Plus généralement, considérons pour I un intervalle de R et p € ]1,+00(

)
E=L,(I)= {f intégrable sur I,J IfIP < oo}
I

=] 1er)’

Preuve . La démonstration est fondée sur l'inégalité de Holder qui s’énonce comme
suit :

Posons pour f € E,

-

Cela définit une norme sur E.

Si q est telle que

si feLy(I),g9€ Ly(I) alors

1 1
P q
o< (] ) (] o)
I I I
Supposons cette inégalité acquise. Montrons que || || est une norme. Les propositions
VfeEL,(I), f=0&]fll=0

et
Vf€L,(I),YAE€R ou C, |A.f|| = Al ||l

sont claires. L’inégalité triangulaire se prouve en écrivant pour f,g € L, (I)
-1
[f + 9" <IfI-|hl +g]-|h| avec h = (f + g)"

Le lemme nous permet d’écrire

J - < (L'f'p)% : (Lmlq)% et | lal.1nl < (L lgl”)% . (me)%

3Cela reste vrai pour le cas p = 1 mais la démonstration, bien que plus simple (I’argument principal est 'inégalité
triangulaire dans R), est différente.
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d’otr
1

15+l < A1+ gl (| 1a17)”

orq(p—1) =qp. (1 - %) =p donc |h|* = |f + g|°. Finalement, on obtient

£+ gl < (UAL+ Nlgl) - 11f + gl

et le résultat. O
II ne reste qu’a établir I'inégalité de Holder.
Lemme : Si q est telle que

1
-+ -=1 1
p 1)

sifeLy(I),g9€ Ly(I) alors

[ o< (] |f|’”)% (] |g|0)%

Preuve . Si J |f|? .ou J |g|* nul, on en déduit f = 0 ou g = 0 (presque partout) et
I I

donc fg =0 soit | |fg| =0. Sinon, de la convexité de e* et de (1), on déduit pour tout
I

(z,) . .
erta < 2%+ =.¢¥
b q

et donc avec x = p.In(X) et y = ¢.In (V)

s 8
ale

Xr Y4
VX,Y >0, XY < & 4+ —
b q
Cela s’étend & X et/ouY nuls. Appliquée &
£l lg]

X = etY =

On obtient aprés intégration sur I

|1fg| < 1P 1 gt
Jz (L|f|p);-(nglq>q Jz p L|f|p+q nglq

(et doncJ |fg| < 00), soit
T

1 1
/9] _ <=+ = soit 1

ey
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(d) normes sur les polyndmes et les suites
La encore, on retrouve ’équivalent des normes N, N1, N2 en posant pour P = Y a;. X i

intuitivement, un polynéme est considéré dans ce cas comme un uplet de longueur va-
riable. Mais un polyndme est également assimilé & une fonction polynoéme sur K et ce de
facon injective sur K est infini (*). Ainsi, sur R [X], en considérant un polynéme comme
une fonction sur [0, 1], on obtient comme normes

N& (P) = maxqepo,1) (|1P (2)))

N{(P) = j P (2)| da

NG (P) = [ \P ()] de

mais on peut aussi poser
+o00

N'(P) = J P (¢)] e dt
—0o0

On peut procéder de méme sur les suites : Si B est le R (ou C) espace vectoriel des suites

bornées sur un K espace vectoriel E, on peut poser de nouveau pour (u,) € B

Ny ((un)) = Ssup ”un”
nEN

Pour E = J; espace vectoriel des suites (u,) de série absolument convergente, on peut
poser pour (u,) € J1

+oo
N1 ((un)) = Z [lunll
n=0

etc.
(e) normes Euclidiennes
Soit (z,y) — z | y un produit scalaire sur E, alors

E - R
z = |zl =z |z

définit une norme sur E. On a de plus
Va,y € B, |z | y| < [lz]|-[lyll (Schwarz)
Cela sera vu en détail plus tard. Les normes N, ci dessus sont des normes euclidiennes.
1.3. Suites.
1. Suites réelles

(a) Suites, rappels
Les suites & valeurs dans un ensemble X sont les applications de IN vers X i.e un élément
de XN.Size XNetne N, on notera z,, au lieu de z (n). La suite elle-méme sera
désignée par (2,), N voire (z,) au lieu de z afin d’éviter des confusions.

4Si P et Q sont associés & la méme fonction polyndme, le polynéme P — Q est nul sur K donc admet une infinité
de racines et est nul d’ou P = Q.
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Lorsque X = FE espace vectoriel, X N est lui méme un espace vectoriel de dimension
infinie - la famille (6%.u), Ny pour p parcourant N et u € F est libre (°). De méme,

lorsque X est une algebre, X N, muni de la multiplication terme & terme de suites, est

une algebre. Dans ce chapitre X = R et donc RN est une algebre.
(b) Définition de la convergence, lien avec la norme

Définition : Soit (¢,,) € RN, (en) converge vers 0 ssi
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, le,| <&

Une suite (z,,) convergera vers un réel R ssi la suite (z,, — ) converge vers 0 soit
Définition : (x,) converge vers | € R ssi

Ve > 0,3ng € N,VYn > ng, |z, — 1| <€

Remarque : Si une suite positive est majorée par une suite convergeant vers 0, elle
converge vers 0. Ainsi, pour montrer que (z,,) converge vers [, dans la pratique, on exhibe
souvent une suite (v,) convergeant vers 0 et telle que |u,, —I| < v, ().

Proposition : Une suite convergente est bornée.

Preuve . Soit (z,) convergeant vers [. |z, — | converge vers 0 et
Ing,Vn = ng, |z, — 1| <1
On a alors
Vn € N, |$n| < rnax(|a:0| P |.TL'"0,1| ) |l| + 1)
et le résultat. O
(¢) Unicité de la limite, arithmétique des limites

On a vu plus haut que on peut se ramener aux suites convergeant vers 0. L’arithmétique
des limites s’obtiendra & partir du résultat suivant :

Proposition : La somme de deux suites convergeant vers 0 converge vers 0. Le produit d’une
suite convergeant vers 0 par un scalaire converge vers 0.

Preuve . Soit () et (8,,) convergeant vers 0. Soit € > 0, il existe n; et na tels que
€ €
Vn 2 n, |ag| < 3 et Vn = ng, |Bn] < 3

On obtient
Vn > max(m,nz), |04n + ﬂn| <e

De méme, si A € R, soit € > 0,

€
dng € N,Vn > nyg, < —
no n > ng, |an| N1
On a bien N
€
Vn = nog, |Aay| < 41 S

et le résultat. O
On peut maintenant montrer tres simplement I’ensemble des résultats classiques des li-
mites :

Proposition : Soit (x,) une suite convergeant vers Iy et la, alors I; = lo

5 Attention, méme si E = R et u = 1, cette famille n’est pas une base de R, I’écriture (z,,) = ::8 Ty (6{3),
intuitivement correcte méme si sa définition est déja problématique, n’est pas une combinaison linéaire des (52) ,keN

puisque & support non fini.
6Cela est méme la définition de la convergence donnée dans le secondaire.
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Preuve . Onal|ly — lz| < |lh — zn| + |20 — l2| soit une suite convergeant vers 0. On ne
peut donc avoir |l; — lz| > 0 (définition méme de la convergence vers 0) donc |l; — Iz <0
et ll = l2. O

La limite d’une suite convergente est donc unique, on la note lim,,, { o Zp,

Proposition :  Soient (x,) et (y,) deux suites convergentes et A\, u € R, alors (\.zy, + p.yn)
converge et

lim Az, + py, = )\nll)lfoo Ty +p lim y,

n—-+4oo n—-+4o00

Preuve . On a

T, — lim x,|+ — lim
R e |l |yn "_>+Ooyn

‘(/\mn + pyn) — (A Jim oz +p lim yn) ‘ <Al

convergeant vers 0 d’apres ci-dessus. O

Proposition : Le produit de deux suites convergentes converge vers le produit des limites.

Preuve . Soient (z,) et (y,) deux suites convergentes vers x et y. On a

[Znyn — 2y| < [@n] - lyn — Yyl + |20 — 2] |y
convergeant vers 0 puisque |z,| est borné. O
Il ne reste plus qu’a constater la compatibilité entre la convergence et l'ordre des réels :

Proposition : Si (z,) est une suite positive convergente, alors sa limite est positive.

Preuve . Supposons que [ = lim,, 40 2, < 0 et posons € = _71 > 0, il existe ng tel que

l
Vn = ng, |z, — 1| < —3

soit

Vn 2> nyg, wn<é<0
ce qui contredit (x,) positive. O
Cas des suites monotones, des suites adjacentes
Le probleme de la convergence telle qu’elle est définie ci-dessus est que pour établir la
convergence d’une suite, la limite éventuelle doit étre connue. On ne peut caractériser
la propriété d’étre convergente sans la connaissance de cette limite. Or, la principale
utilisation des suites réside dans la construction d’éléments (les limites) inconnu en dehors
de cette construction. Ainsi

=1 "1
ezzm;*y:ngrfoo E—lnn; etc
n=0 k=1
La complétude de R permet de pallier & ce probleme.

Définition : On appelle suite monotone une suite (z,) telle que la suite (z,411 — )
soit de signe constant. En ’occurrence

Vn € N,xpy1 — 2y = 0~ (z,) croissante

Vn € N,zpy1 — xn > 0~ (z,) strictement croissante
Vn € Nyzpt1 — zp < 0~ (x,) décroissante

Vn € Nyzpt1 — 2, < 0~ (zy,) strictement décroissante

Théoréme : Soit (z,) une suite monotone croissante majorée, alors (z,) converge et converge
vers [ = sup, .N Tn

(")

"Le résultat subsiste si on ne suppose la monotonie qu’a partir d’un certain rang.
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Preuve . L’ensemble X = {z,,n € N} est non vide majorée donc admet bien une
borne supérieure. Soit [ cette borne supérieure. Soit € > 0. [ — e < sup X donc il existe
un élément de X donc un z,, tel que

l—e<xp,

La suite est monotone croissante, donc Vn > ng, 2, = zn, > [—e. Comme Vn > ng,z, <,
on a bien

Vn 2 ng, |z, — 1| <e
et (zp) converge vers /. O
Il en est de méme pour les suites monotones décroissantes minorées. Ce résultat admet
plusieurs énoncés équivalents. L’un d’entre eux est pratique parce que traduisant ’idée
intuitive d’un encadrement de plus en plus précis. Il s’énonce comme suit :
Définition : On appelle couple de suites adjacentes la donnée de deux suites (z,) et
(yn) monotones de monotonies opposées et telles que (y, — z,,) converge vers 0.

Théoréme : Un couple de suites adjacentes (z,,) et (y,) converge, i.e il existe [ € R tel que

lim z, = lim =1
n—-+00 " n—>+ooyn

Preuve . Mettons (z,) croissante, alors (y,) est décroissante et la suite (y, — z,) est
décroissante convergente vers 0 donc positive d’apres ci-dessus. On a donc

Vn € N,zo < Tn < Yn < Yo
La suite (x,) est donc croissante majorée donc convergente. Comme (y,) = (z,) +
(yn — xn), (yn) converge vers lim, ;oo T, + 0 = limy—y oo 2. O
(e) Généralisation & +oo.
On peut partir de I’idée intuitive qui suite croissante non majorée diverge vers +oo (%).

Une suite (z,,) divergera vers +oo ssi elle est minorée par une suite monotone croissante
non majorée. Soit (my,) cette suite, si A € R,il existe m,, > A, on a pour tout n > ng

Réciproquement, si une suite (z,,) vérifie
VA€ R,Ing € N,Vn > ng,z, > A

on constate que m,, = inf {z,,p > n} est une suite bien définie croissante non majorée.
On peut donc écrire
Définition : Une suite (z,) diverge vers +oco ssi

VAe R,3Ing € N,Vn > ng,z, > A

On aurait de méme
Définition : Une suite (z,) diverge vers —oo ssi

VAER,E'TLO eNavn>n07$n SA

D’apres ci-dessus, une suite minorée par une suite divergente vers +oo diverge vers
+00. De méme une suite majorée par une suite divergente vers —oo diverge vers —oo.
Cela donne un outil pratique pour I’étude de ces suites (°) ce qui permet d’étendre
'arithmétique des limites 8 R = RU{—o00, +00}.

Théoréme : La somme d’une suite convergente et d’une suite divergeant vers +oo (ou —o0) est
une suite divergeant vers +0o (ou —oo). Le produit d’une suite divergeant vers +oo avec une suite
convergeant vers [ # 0 est une suite divergeant vers signe (1) oo.

8T’expression diverger vers +oco est préférable & converger vers 4-0o puisque rigoureusement, dans R, ces suites
divergent.
9outil qui sert également de définition dans le secondaire
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Preuve . Soit (z,) convergeant vers l. (z,) est borné par M > 0. Si (y,) diverge vers
+00, (Tn, + yn) est minoré par la suite (—M + y,,) qui diverge vers +o0o. En effet, soit
AeR

Ing € N,Vn > ng,yn 2 A+ M

On a bien Vn > ng,—M + y, > A et le résultat. De méme, si (z,) converge vers [ > 0
et (yn) diverge vers +oo, il existe un rang & partir du quel z,, est minoré par % La suite
(Znyn) est minorée & partir d'un certain rang par (Ly,) qui diverge vers +oo. O
On peut résumer ces propriétés par +o0o + ! = +oo et +00.l = 400 lorsque I > 0. De

cette facon, on peut étendre les opérations de R & R. On obtient les tableaux suivants

+ |+oo -0 T
+oo‘—|—oo ? +00

—00

* |+oo -0 0 >0 <0
—|—oo‘—|—oo —00 7?7 4o —00

-0 | —0 400 7?7 —00 +00

De méme se font des tableaux pour — et /.

2. Suites dans un EVN

(EL || I]) est un K espace vectoriel normé de dimension & priori quelconque. L’ensemble N
est un K espace vectoriel et, si £ est une K algebre, une K algebre pour le produit terme &
terme des suites.

(a) Définition de la convergence, lien avec la norme
La définition de la convergence d’une suite s’inspire directement du chapitre précédent :

Définition : Soit (u,) € EN et 1 € E, on dit que (u,) converge vers [ ssi la suite
(lJur, — 1]]) converge vers 0 soit encore ssi

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, ||up — || < e

Dans la pratique, on exhibe une suite (e,,) positive convergente vers 0 majorant (||lu, —]|) .
On retrouve les propriétés des suites réelles :

Proposition : Une suite convergente est bornée.

Preuve . Soit (z,,) convergeant vers . ||z, — I|| converge vers 0 et
Ing,Vn = no, ||lzn — || <1

On a alors
Vn € N, ||lz,,[| < max (||zoll,- -+, [T 1], [II]| +1)

et le résultat. O

Il est important de noter que cette notion de convergence est fortement dépendante de la
norme ().

Exemple 5. prenons E = Cy [0,1] et (fy,) définie par
In (.’L‘) =z"

Pour les normes définies dans I'exemple 3, on obtient

1
n+1

Noo (fn) =1 et Ny (fn) =
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la suite (f,) converge donc vers 0 pour la norme Ny (convergence dite en moyenne) mais
pas pour la norme N, (convergence dite uniforme). Si 'on prend E = Cy [0, +00o( et

on a cette fois
(fn) = - et (fn) 0
mais
Nl (fn) =1

et (fn) ne converge pas vers 0 pour la norme Nj.

Unicité de la limite, arithmétique des limites

La encore, 'arithmétique des limites s’obtiendra & partir du méme résultat préliminaire
dans les suites réelles sur les suites convergeant vers 0. On retrouve tout d’abord l'unicité
de la limite

‘Proposition :  Soit (z,,) une suite convergeant vers l; et I, alors Iy = Iy

Preuve . Ona |[l; — lo]| < ||li — znl| + ||zn — l2|| soit une suite convergeant vers 0. On
en déduit I; = 1,. O

La limite d’une suite convergente est unique, on la note lim,_, 4

Proposition :  Soient (z,) et (yn) deux suites convergentes et A\,u € K, alors (M., + p.yn)
converge et

lim Az, + pyn, = A hm T+ p lim y,

n——+o0o n—+00

Preuve . On a

H (/\.CEn + uy") B (A ngr—il}oo Tn M nll>r-ll}oo y")

B

— lim =z
" n—-400 "

— lim
" n—-+o0o Yn

convergeant vers 0 d’apres ci-dessus. O

Le probléme du produit

Dans le cas ou E est une algebre, on pourrait s’attendre & une propriété équivalente.
Cependant un probleme apparait.

Exemple 6. Prenons E = R [X] et posons pour P =37 a;.X*

Z |azz+1|
P —

On définit ainsi une norme (exercice). Pour cette norme, la suite P, = X2"t! vérifie

1
2n +1

1Pl <

la suite (P,) converge donc vers 0. Cependant, on a
P,.P, = X?" de norme 1

et la suite (P,.P,) produit de deux suites convergeant vers 0 ne converge pas vers 0.
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On verra plus tard que ce probleme résulte de la non continuité du produit. Une condition
suffisante (1°) pour que le produit de deux suites convergentes soit une suite convergeant
vers le produit des limites est que la norme d’un produit soit majoré (& une constante
preés) par le produit des normes. On obtient la définition suivante :

Définition : On appelle algebre normée une algeébre A munie d’une norme || || vérifiant
A > 0,Vz,y € A, [|z.yl| < K. [|=[| - [lyll
Exemple 7. R, C les matrices carrées n X n soit M (n, K) munie de la norme

All = g
(I Al lg’%nml

sont des algébres normées (11). On verra que tout algébre de dimension finie est normée.

Si A est une algebre normée, on a alors le résultat attendu :

Proposition : Soit A une algébre normée, alors le produit de deux suites convergentes converge
vers le produit des limites.

Preuve . On peut donc écrire
A > 0,Vz,y € A, [|z.yl| < K. [|=[| - [lyll
Soient (z,) et (y,) deux suites convergentes vers z et y. On a
lzn-yn — 2yl < A-llenll- lyn — yll + A llzn — ]| - Iyl

convergeant vers 0 puisque ||z,|| est borné. O

(d) Changement de normes, normes équivalentes

La convergence d’une suite vers une limite [ € E dépend de la norme choisie. Il est donc
intéressant d’étudier les normes induisant la méme notion de convergence.

Définition : On dira que deux normes N, N’ seront équivalentes ssi V (z,,) € EN, Vie E
(@) D1 (@) 51

Cette définition, intuitivement claire, se manipule difficilement. On préfére en général la
caractérisation suivante souvent prise comme définition de ’équivalence de normes :

Proposition : Deux normes N, N’ seront équivalentes ssi Ja, 8 > 0 tels que
Vr € E, N'(z) < a.N (z) et N (z) < B.N'(x)
soit encore ssi I\, u > 0 tels que

Vo € E, \.N' (z) < N (z) < p.N' (z)

Preuve . On peut noter en posant (z),) = (z, —!) que deux normes N, N’ seront
équivalentes ssi V (z,,) € EN,

(N (z,)) = 0& (N'(z,)) = 0

10¢t méme nécessaire (exercice)
10n a en effet dans ce dernier cas
IA.B]| < n.[|A]| .|| BIl

avec n fixe.
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e Montrons le sens =.
Supposons que

non (3o, B > 0,Vz € E, N' (z) < a.N (z) et N (z) < B.N'(z))
soit
non(Ja > 0,Vz € E, N'(z) < a.N (z) et 38 > 0,Vz € E, N (z) < 8.-N' (%))
soit
Va > 0,3z € E,N'(z) > a.N (z) ouV3 > 0,3z € E,N (z) > 3.N' (z)
Mettons Va > 0,3z € E, N' (z) > a.N (z). On a entre autres avec a =n + 1
Vn > 0,3z, € E,N' (z,) > (n+1) .N (z,)

On peut en déduire que N’ (x,,) # 0 et donc x,, # 0. Posons
Yn = N (zn)

On a N’ (yn) = 1 et (y,) ne peut converger vers 0 pour la norme N’. Or on a
N (gn) < —— N (yn) soit ——
n+1 n+1
et donc
(yn) = 0
Les deux normes N et N’ ne sont pas équivalentes. Le sens = est donc prouvé.
e Supposons que

Ja,8>0,Yr € E, N' (z) <a.N (z) et N (z) < B.N' (z)
OnaV(zy,) € N
N'(z,) € a.N (z,) et N (z,) < B-N' (z,)

et donc
(N (z,,)) = 0& (N'(z,)) = 0

Les deux normes sont équivalentes. O

Dans la pratique, on exhibe un « et un 8 pour montrer que deux normes sont effectivement
équivalentes et, dans le cas contraires, on construit une suite (x,,) convergeant vers 0 pour
une norme et pas pour 'autre.

Cas de R™ ou C".

La propriété essentielle d’'un K espace vectoriel de dimension finie (isomorphe & un R"
ou C™ donc) est que toutes les normes sur un tel espace sont équivalentes. La notion de
convergence d’une suite est donc indépendante du choix de la norme et équivaut en fait a
la convergence coordonnée & coordonnée dans une base choisie quelconque. Ce résultat,
important et difficile & obtenir, ne peut étre prouvé pour le moment. Le principe consiste
tout d’abord & construire une norme de référence.

Définition : Soit E un K espace vectoriel de dimension finie et Bg = (eq,---,€p) une
base de E. On définit sur E trois normes par si z =y | z;.€;

NBE,OO ("E) = man(|.fL'1| T |xp|)
Nppa(z) =3 |z
NBEQ ('T) =V f:l |$l|2

que Pon écrira si il n’y pas d’ambiguités sur Bg, Ny, N1 et Ny. Ces trois normes sont
équivalentes.
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Preuve . Le fait que cela définit trois normes a déja été vu (exemple 2). Ces trois
normes sont équivalentes, en effet, on a pour tout x € E

Noo (7) < N1 (7) < p-Neo (2)
et
Neo (2) < N2 (2) € /P-Noo (z)

et le résultat. O

La convergence d’une suite pour 'une de ces trois normes équivaut a la convergence
coordonnée & coordonnée. Cela s’énonce par la proposition suivante :

Proposition : Soit (z,) € EN donnée dans la base Bg par

14
Ipn = E Tin-€4
i=1

Soit I =" I;.e;, alors

N ou N1 ou No
) =

(zn leVi=1---p,(z;n) CV vers;

Preuve . Il suffit de le prouver pour la norme N.
OnaVneN,Vi=1---p,|zin — li| < N (z, — 1) d’ou

(@) 5 1= Vi=1--p, (zin) CV vers l;
De méme,

P
Ny (mn - l) < Z |$i,n - lzl
i=1
d’ou N
(xp) T leVi=1---p, (@) CV vers;
et finalement I’équivalence cherchée. O

Le principe consiste & montrer maintenant que si N est une norme sur E, N est
équivalente & Np,, . On obtiendra alors

Théoréme : Toutes les normes sur F sont équivalentes.

Preuve . Soit NV une norme sur E. On va montrer que N est "majorée” par Np, oo

E,
(qu’on notera N,). La ”minoration” sera établie plus tard. Soit z € E, x s’écrit
> z;.e;, on a donc

N (z) < i |z;| .N (e;) < K.Ny (z) avec K = iN(ei)

i=1

Entre autres, si (z,,) Y Jalors (zn) X 1. T nous faudrait maintenant prouver I'existence
de K’ tel que
Ny (z) < K'.N (z)

C’est cela qui sera prouvé plus tard. O

3. Comparaison de suites
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(a) Cas des suites réelles ou complexes
Le but est de classer des suites qui dans la pratique seront des infiniment petits ou des
infiniment grands.

u
Dans la pratique, si (uy) , (v,) € RN, on étudie le rapport — :

n

— 0 quand n — +oo alors (uy) = o (vy,)

est borné, alors (uy) = O (vy,)
S (un)
— 1 quand n — +oo alors (uy) ~ (vy)

Un

Cependant cela ne peut étre une définition générale puisque non valable si v,, s’annule.

v 12 . imol s s Pexi ) Un . ) 1
L’idée consiste simplement & imposer ’existence d’un rapport — méme si v,, s’annule en
Un

écrivant u, = A,.v, a partir d’un certain rang. On obtient
Définition : Soit (uy,) et (v,) deux suites réelles ou complexes. On dira que (un)

ssi il existe un rang ng et une suite (\,) tels que

est borné
Yn = ng,Un = AnUp et (\p) — 0 quand n — 400
— 1 quand n — +00

(un) = O (vy) selit (u,) delordre de (vy)

(upn) = o(vy,) selit (u,) négligeable devant (vy,)

(up) ~ (vg) selit (u,) équivalent & (v,)

Remarque : Si (u,) se compare & (v,) alors Ing € N,Vn > ng,v, =0 = u, = 0. On
a ’équivalence v, = 0 & u, = 0 & partir de ce rang ng si (un) ~ (vp) . On note qu’une
conséquence directe de cela est

(un) = 0(0)
Proposition : (un) = 0(0) ssiil existe ng € N, tel que Vn > ng,u, = 0.
(un) ~ (0)

(*2) On notera parfois (u,,) < (v,) au lieu de (u,) = o (vy,) .
Remarque : Il n’est pas nécessaire de faire apparaitre la suite (\,). On peut soit utiliser

Un . . . , .
le rapport — si cela est possible, soit procéder comme suit :
n

e (up) = O (v,) ssi il existe une constant K > 0 et un rang ng tel que
Vn 2 ng, |ug| < K. |vg| (1.e (A\y) bornée)
e (up) =o(vy,) ssi Ve > 0, il existe un rang ng tel que
Vn = ng, [up| < e.|vp| (i-e (An) tend vers 0)
e (up) ~ (vy) ssi (up, —v,) = 0(vy) et on procede comme ci-dessus.

On obtient immédiatement
Proposition : La relation ~ est une relation d’équivalence. De fagon générale, on peut écrire le
tableau suivant

et | Up ~ Uy =o0(vn) up =0 (vy)

Uy, ~ Wy Uy ~ Wy, =o(wyp) up =0 (wy,)
Up =0(Wp) | Un =0(wy) U, =0(w,) U, =o0(wy,)
v =0 (wy) | un =0 (w,) up=0(wy) u, =0 (wy,)

12est pour cela qu’on ne compare jamais une suite & la suite nulle.




Cours d’Analyse Premieére année économie ENSAE page 19

et, par ailleurs

Proposition : Si (u,) € RN et sil e R, | # 0 (important), alors

puis

Proposition : Soit (v,,) une suite, une combinaison linéaire de suites négligeables devant (v,,) (resp
de méme ordre que (v,)) est négligeable devant (v,,) (resp de méme ordre que (vy)). Si (u,) ~ (V)
et (wy,) une suite donnée, alors (up.wy,) ~ (Vy.wy)-

Preuve . Les démonstrations (1) simples, sont immédiates si on étudie le rapport des
suites concernées (cas ou le dénominateur est non nul) et, dans le cas général, utilisent
Iarithmétique des limites : Le produit de deux suites convergeant vers 1 converge vers
1, d’une suite bornée avec une suite convergeant vers 0 converge vers 0, etc. O

(un) ~ (vn)
On peut également noter I’équivalence entre < (un, — vy,) = 0 (vy)
(un —vn) = 0(un)

(b) Notations de Landau
Ces notations consistent & écrire u,, = v, + o(v,) lorsque (u, —v,) = o(v,) et u, =
wy, + O (vy,) lorsque (u, —wy) = O (vy,), en clair, on remplace une suite (ici, u,, —v,) que
Pon sait négligeable par o (v,,) dans une expression contenant u,. Il peut y avoir plusieurs
o.

Exemple 8. Soit (u,) vérifiant cosu, = e~ n avec (uy) € [0,1]. Onau, = arccose » —

0 donc u,, est un infiniment petit. On peut écrire

2

1 1
cosunzl—%+o(u%) ete :1——+0<—)
n n

o (u2) représente une suite négligeable devant (u2) et o (1) une suite négligeable devant
1

5 On déduit en remarquant que —20 (u) = o(u}) (ce qui se lit comme si e, est
négligeable devant u?, —2e,, aussi) que

2 1
2 2
ul +o(uy) = ~+o (;)
Comme o (+) = o0(2) (I'usage consiste & laisser *), cette égalité nous dit qu’une suite
équivalente & u2 (4 savoir u + o (u2)) est égale & une suite équivalente & 2. On a donc
2
naZ ~ 2 et (uy) ~ o

Les o et les O se manipulent comme des suites, ils ne se devinent pas, ils se calculent
avec les regles arithmétiques usuelles ainsi que celles énoncés ci-dessus. L’intérét est que
les calculs sont souvent grandement simplifiés ; on ne conserve que la partie significative
lors des développements. L’application principale est la notion de développement limité.
Définition : On appelle échelle de comparaison la donnée d’une famille de suites non
stationnaires en 0 (*) indexée sur un ensemble totalement ordonné I (en général N mais
cela peut étre Q ou R) vérifiant si

F= {(vi,n)neN}’ (Vi) € (Vjn) © >

13]aissées au soin du lecteur finalement !
4 dans la pratique, jamais nulles pour n > ng avec ng donné
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Exemple 9. Usuellement, on prend

o Fi = {:5,p € N} source des développements limités

o Fy = {(n"‘.lnﬁ n) ; (a,b) € Rz}, R? est ordonné par I'ordre lexicographique, cela
donne les développements asymptotiques
. 2%, est négligeable devant toutes les suites de J1, on peut prendre une échelle géométrique

de la forme
F3 = {?%,p € N}
voire
Fs=A{a", a€]0,+o0(}
ou méme

Fs ={n%.a", a € R,a €]0,+00(}

Dans la pratique, on adapte I’échelle au probleéme traité. On peut définir la notion de
développement suivant une échelle

Définition : On appelle développement & p termes d’une suite (u,) suivant une échelle
F = {(vin), N} Vécriture

- o (vi,,n) développement faible
Un = ; @i, + { 0] (v:erl,n) développement fort
avec i1 < g < --- < ip (resp < ipt1), les ay étant des réels (ou complexes) non nuls.
Zgzl ax-vs,,n est appelé partie principale du développement.
Remarque : Dans la pratique, il n’est pas facile de prévoir le nombre p de termes d’un
développement, dans ce cas, on fixe & priori la ”précision” (1°) en se donnant le terme
{ 0 (vi,,n) pour un développement faible
O (v, ,,,n) pour un développement fort

Proposition : Le développement & p termes d’une suite (u,) sur une échelle F est unique (au
terme O (’Uip +1,n) prés dans le cas d’un développement fort).

Preuve . Montrons un lemme préliminaire
Lemme : Si (uy,) vérifie u, = o (u,) alors u, stationnaire en 0.

En effet, & partir d’'un certain rang ny, u, = €,.u, avec €, convergeant vers 0. Donc il
existe un ng € N tel que

DN | =

Vn 2 no, len| <

On peut écrire

Vn = ng,ni, |up| < % et donc u, =0

Considérons maintenant

o= (|5 St o) = Shon oo

alors ay = aj et iy =i, pour k=1---p

Montrons P (1), si 1.0, 0 +0 (Viy,n) = @}V n+0 (Vi ) alors a1V, 0 ~ a4Vt n. Siiy #
i, on aurait mettons i < i} et donc vy, n = 0 (vy ) S0It @}V n ~ a1.04; 0 = 0 (V31 1)
et (vi ) stationnaire en 0 & partir d’un certain rang ce qui est faux. Donc iy = i} puis
ay, = aj.

15précision est impropre car en général, méme poussé assez loin, un développement asymptotique n’est pas forcément
une bonne approximation numérique de la suite.
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. 1
Supposons P (p) acquis, et supposons Ziii Ak Viy ,n+0 (vip,n) = Eiil ajc.vi;c,n—i-o (vi;,n),
comme
p+1 p+1
z Qk-Vi,n + O (Uip,n) = Z o (Uh,n) +o (Ui1,n) =0 (Uil,n)
k=2 k=2
et
pt+1 p+1

Z ag-Vi n + 0 <Ui;,n) = Z o (Uz"l,n) +o0 (’Uz”l,n) =o0 (”i’lvn)
k=2 k=2

On en déduit a;.v,,n + 0 (viy,n) = a1V, n +0 (Wp") puis i; =4} et a;; = a} (P (1)). De

14, on tire

p+1 p+1

> @i +0 (Vign) = Y arvig o +0 (0,0

k=2 k=2
et, en appliquant P (p), ar = aj, et iy, = i}, pour k = 1---p pour kK = 2---p + 1 puis
Pp+1).

En remarquant qu’un développement fort est un développement faible, on en déduit la
proposition. O
Ce résultat est a la base des développements asymptotiques et limités. Ceux ci, parti-
culierement important dans la pratique car fournissant un outil puissant — on a souvent
des développements tres précis de suites dont on ne connait pas d’expressions explicites
— nécessitent une grande pratique (1¢) avant d’étre maitrisés.

(c) Cas des suites a valeurs dans E. o et O d’une suite réelle
On ne peut bien sir pas faire de quotient de deux suites & valeurs vectorielles ni méme
le simuler, il serait inintéressant de comparer des suites uniques colinéaires. Le principe
consiste en fait & comparer une suite vectorielle (u,,) & une suite réelle (en général positive)
(vn) par l'intermédiaire de sa norme.

Définition : Soit (u,) € EN et (v,) € RN, on écriera { Ezngzoo(g)vrs) des que
{ (lunl[) = O (va)

ar abus, si (u vn) € EN on pourra écrire u,, = o (vy) en lieu
(”Un”) — O(’Un) » P > ( n) a( n) > p n ( n)
et place et u, = o(||vn]|)
Cela permet d’utiliser les notations de Landau pour des suites a valeurs vectorielles. Mais
I’absence de multiplication et de division dans E en limite la portée.

1.4. Manipulation des suites, critéres de convergence.

1. Suites extraites

(a) Définition des suites extraites

Définition : Soit (z,) € EN, on appelle suite extraite (ou sous suite) de (x,) une suite
(yn) telle que il existe a strictement croissante de N vers N telle que

Vn € N,yn = To(n)

On écrira simplement ” (4(,)) une suite extraite de (z,)”. 1l faut se méfier dans I’écriture
des suites extraites; si (z,,) est une suite de E, si (y,,) = (x2,) extraite de (z,,) (a (n) = 2n)
et si (2n) = (Y2n+1), On a bien sir (z,,) extraite de (z,) mais (2n) = (Z22041)) = (T4nt2)
et non (z,) = (Zan41). Autrement dit, si (yn) = (Ta@m)) et (2n) = (ypm)), on a
(2n) = (Ta(s(n))) €t nON (Tg(an)) (erreur fréquente).

De maniere immédiate, une suite extraite d’une suite bornée est bornée. Plus important
est la propriété suivante

Proposition : Soit (z,,) une suite convergente vers | € E, alors toute suite extraite de (x,) converge
vers [.

16comprendre il faut faire beaucoup d’exercices
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Preuve . On peut écrire pour € > 0
Ing € N,Vn = ng, |z, — 1| < e

Orde a(n+1) —a(n) > 1 (car entier strictement positif), on déduit Vn € N,a(n) > n
et donc
VYn > ng, |wa(n) — l| <e

La suite (z4(,)) converge bien vers [. O

Cela est trés utile pour nier la convergence d’une suite vers [ € E; il suffit d’exhiber une
suite extraite divergente ou (plus simple souvent) convergeant vers I’ # [.

Définition : On appelle valeur d’adhérence d’une suite (z,) un vecteur I € E tel qu’il
existe (zq(n)) extraite de (z,) convergeant vers [.

(b) Construction de suite extraite
Les suites constituent un outil particulierement puissant, beaucoup de démonstrations se
font en construisant des suites ayant des propriétés voulues. Les extractions successives
a partir d’une suite initiale sont le moyen principal pour cela.

e Non convergence d’une suite vers [ € E
Une méthode simple consiste & remarquer qu’un sous ensemble infini de N se met
sous la forme {a(n)n € N} (17). Or dans N les ensembles infinis sont ceux non
majorés.
Ainsi si (z,,) est une suite de E et | € E, (z,,) non convergente vers [ € E ssi

deg > 0,Vne € N,3In > no, ||z, — || = €0

soit ssi Jeg > 0 tel que lensemble {n € N, ||z, — || > €0} est infini soit enfin ssi
Jeo > 0 et une suite extraite (zq(5)) de (zn) tel que Vn € N, |[|zan) — || = 0. Cette
méthode simple est la plus courante.
e Suite non bornée

Parfois le procédé de construction est plus compliqué et se fait par récurrence. C’est
le cas lorsque ’on veut construire une suite extraite vérifiant une propriété du type
Vn € N,P (zo(n), @ (n),n). Ainsi, soit une suite (z,,) de E non bornée, on va montrer
Pexistence de (4(n)) extraite de (z,) vérifiant

(|[a(my||) croissante minorée par (n)

Pour cela on va utiliser le fait que la suite étant non bornée, VA > 0, ’ensemble
{p € N, ||zp|| = A} est infini et on va faire croitre A.
On pose a(0) = 0. Supposons pour n donné avoir construit « (k) pour k = 0---n

vérifiant
a(0)<a(l)<---<a(n)
et
Vk €{0,---n}, [[zagy || 2 ket sik > 1, |zagy | > [[2age |
L’ensemble

A= {peN,zp|l > max (n+1, |zawm|)}

est infini donc non majoré par « (n). Il contient donc un entier supérieur & a (n) + 1.
Soit a (n + 1) cet entier, on a bien Hxa(nH)H >n+1et ||xa(n+1)|| > ||;va(n)|| soit
finalement

a)<a(l)< - <a(n+1)

17En effet, si A est cet ensemble, on pose a (0) = min A et
a(n+1)=minAN[a(n)+ 1, +oo(

non vide puisque A infini.
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et
Vk € {0, -, n+ 1}, [|zag || > ket sik > 1, [zam|| = [|[ag—1)]|

Par récurrence, on a donc construit une suite extraite (:ca(n)) vérifiant
(||[zamy||) croissante minorée par (n)

e Ce procédé permet d’obtenir des résultats non immédiats au démarrage. Montrons
par exemple que dans R, de toute suite on peut extraire une suite monotone.
Considérons pour cela

A={neN,Vp=n,z, > z,}

Soit, A est infini, soit A est fini.

— Si A est infini, il existe a strictement croissante tel que A = {a(n),n € N}. La
suite (z4(n)) est croissante par définition méme de A.

— Sinon, il existe ng tel que Vn > ng,n ¢ A (soit A majoré). On a dans ce cas

VYn = ng,3p = n,xp < 2, (et donc p # n)
Posons a (0) = ng et supposons avoir construit « (k) pour k = 0---n vérifiant
a(0)<a(l)<---<a(n)
et (Ta(r)) 4—q..., Strictement décroissante. On a o (n) > a(0) > ng donc
Ip 2 a(n),zp, < Tan)
Soit a (n + 1) un tel p (il peut y en avoir plusieurs), on a
a(0) <a(l)<---<a(n+1)

et (Tak)) p_o...m ., strictement décroissante. La suite (Za(n)) ainsi construite est
strictement décroissante.
On a bien pu extraire de (x,) soit une suite croissante soit une suite décroissante
donc une suite monotone.

(¢) Théoréme de Bolzano Weirstrass dans R

Ce dernier point a une conséquence particulierement importante dans R.. En effet, si R est
une suite bornée de réels, alors, admettant d’apres ci-dessus une suite extraite monotone
donc convergente puisque bornée, cette suite admet une valeur d’adhérence. C’est le
théoreéme de Bolzano Weirstrass :

Théoréme : De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite convergente.

Preuve . ci-dessus O
Cela se généralise & tout espace vectoriel de dimension finie sur R puis sur C
Cela se fait en plusieurs étapes.

Proposition :  Soit (z1,,),(Z2,n), -, (Tp,n) p suites bornées, il existe a strictement croissante de
N vers N telle que les suites (21,4(n)) , (Z2,a(n)) »** *» (Tp,a(n)) convergent.

Preuve . 1l existe $; strictement croissante de N vers N telle que la suite (21, (n))

converge vers ly. (272,51 (n)) est bornée, donc il existe By strictement croissante de N vers

N telle que (23,8,08,(n)) converge vers la. (#1,5,08,(n)) extraite d’une suite convergente

vers l; converge vers [;.

A la k®™e étape, on a trouvé fBi,---,[ strictement croissantes telles que les suites

(i ,810850--08s (n)) cOnvergent vers l; pour ¢ = 1---k. La suite (Zk41,8,0850--08(n)) €St

bornée donc il existe B strictement croissante de N vers N telle que la suite (%41, 080--08x08k1(n) )
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converge vers lp1. Les suites ($i7ﬂ10ﬁ20"'0ﬂkoﬂk +1(n)) extraites de suites convergentes
convergent vers [; pour i = 1---k. Sion pose @ = f108320---08,_10fp, @ est strictement
croissante et les suites (Z1,a(n)) , (€2,a(n)) > *» (Zp,a(n)) convergent.

En considérant une suite complexe comme deux suites réelles (partie réelle et imaginaire)
on obtient un résultat équivalent pour p suites complexes O

Proposition : Soit E un K espace vectoriel muni d’une base Bg et N, la norme associée. Alors
de toute suite bornée pour N, on peut extraire une suite convergente.

Preuve . Si (z,) est une suite bornée de E, les suites coordonnées (z;,) pour i =
1---dimg E sont bornées et la proposition suivante donne le résultat puisque la conver-
gence pour la norme N, équivaut & la convergence coordonnée a coordonnée.. O

Il suffirait maintenant d’utiliser le fait que toute les normes dans un R ou C espace
vectoriel de dimension finie sont équivalentes, résultat déja cité mais dont on peut finir
la démonstration. Rappelons

Théoreme : Toutes les normes sur E sont équivalentes.

Preuve . Soit N une norme sur E. On a montré que N est "majorée” par N, soit
JA > 0,Vz € E,N (z) < ANy (2)

on a vu que si (z,) N 7 alors (zn) X 1. T nous faut maintenant prouver I’existence de
A tel que

Ny () < A'.N ()
Supposons que A’ n’existe pas, on aurait

Vn € N,3z, € E, Ny (z,) > (n + 1) .N (z,,)
=, T

t d 0). P S
(et donc x,, # 0). Posons y, N (1) on a

Ny (yn) =1 et N (yn) < soit (yn) XNg

1
n+1
Or la suite (y,) est bornée vis & vis de la norme No,. Il existe donc une suite extraite
(Ya(n)) convergente vers un y € E pour la norme Ny. Or, de [Ny (yn) — Noo ()| <
Ny (yn —y) convergeant vers 0. On en déduit puisque Ny (yn) = 1 que Ny (y) = 1.
Or de (z,) REJ N (2n) X 1, on déduit que (yn) 5 y et donc y = 0 ce qui contredit
Ny (y) = 1. On peut en conclure l'existence de A’ tel que Vz € E

Neo () < AN (2)
et I’équivalence des normes N et No,. O

Cette équivalence des normes permet enfin de généraliser le théoréeme de Bolzano Weirs-
trass a tout R ou C espace vectoriel de dimension finie.

Théoréme : Soit £ un K espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme N. Alors de toute
suite bornée pour N, on peut extraire une suite convergente.

Remarque : Dans un tel espace on peut dire que toute suite bornée n’ayant qu’une seule
valeur d’adhérence est convergente, en effet soit (z,) une telle suite et A sa seule valeur
d’adhérence. Si (z,) ne converge pas vers A,

Jeo > 0 et (o)) extraite de (z5),Yn € N, ||zam) — Al = €0

(xa(n)) est bornée et admet donc une suite extraite (waog(n)) convergeant vers y vérifiant
[|A — || = €0 et donc A\ # p. Or p est limite d’une suite extraite de (z,) donc est une
valeur d’adhérence de (x,). (x,) possede deux valeurs d’adhérence au moins ce qui est
contraire aux hypotheses.

Cela ne se généralise pas au espace de dimension quelconque :




Cours d’Analyse Premieére année économie ENSAE page 25

Exemple 10. Considérons E = R[X] et pour P =" a;.X*
Neo (P) = max (|aol, -+, |an|)

et considérons la suite (X"), .N- On a No (X™) = 1. Supposons qu'il existe Xon)
convergent pour N, vers un polynéme P. Soit (P,) une suite convergeant vers une
limite Q, considérons pour p donné la suite (an,p),, N des coefficients de degré p de (Py)
et gp le coefficient de degré p de ). De

|anp — @p| < Noo (P — Q)

on déduit

lim a,, = qp.
n—+o00 P ap

Appliqué a la suite (X*(™) et P, on en déduit P = 0. Oron a Nu, (P) = lim,, 0o Noo (X)) =

1 en contradiction avec P = 0. On ne peut donc extraire de (X™) une suite convergente.

2. Suite de Cauchy

L’idée de ce chapitre est de dégager un critére qui, a partir des termes d’une suite, et seulement
a partir d’eux, permet de dire si cette suite converge ou non, cela sans avoir a prendre en compte
une éventuelle limite. Ce critére est le critere de Cauchy, les suites vérifiant ce critere sont dites
suites de Cauchy. Intuitivement, ce sont des suites qui se comportent exactement comme des
suites convergentes, si ’espace est ”sans trous”, complet, ces suites convergeront. En tant que
tel, ce critere est malcommode, on 'utilise par 'intermédiaire des séries (convergence absolue).

Dans ce qui suit F est un espace normé et || || est la norme de E.

(a) Définition des suites de Cauchy
La définition des suites de Cauchy est la suivante
Définition : Une suite (z,,) de E est dite de Cauchy ssi

Ve > 0,3ng € N,Vn,p > no, ||z, — zp|| < €

Cette définition peut intuitive indique en fait que les termes de la suite s’accumulent les
uns sur les autres. Plus précisément, on a la propriété suivante :

Proposition : Une suite est de Cauchy ssi
V (Ta(n)) extraite de (zn), (Tn — Ta(n)) converge vers 0
et donc (puisque (Ts(n) — Ta(n)) = (Tam) — Tn) + (Tn — Ta(m)))

Y (Zan)) s (Ta(n)) extraites de (z,), (Ta(n) — Ta(n)) converge vers O

Preuve .

e Si (z,) de Cauchy, soit (xa(n)) extraite de (x,), soit £ > 0, on peut écrire
Ing € N,Vn,p = no, |z, — 2| < e
entre autres si n > ng,a (n) = n = ng, finalement
Vn > ng, H:z:n - wa(n)H <e

S0it (&n — Za(n)) converge vers 0
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e Réciproquement, si (z,) non de Cauchy, Je¢ > 0
V’I'LO € N,Eln,p 2 No, ||IL'n - mp” 2 €0

Prenons ng = 0 et soit «(0),5(0) le couple n,p correspondant. Supposons avoir
construit « et 3 strictement croissant de 0 & k avec Vi € {0,---,k}, ||a:a(,-) — Tg(s) || >
£0-

Prenons ng = max (a (k), 5 (k)) + 1 et soit a (k +1),8 (k + 1) le couple n, p corres-
pondant. On a bien « et  strictement croissant de 0 & £+ 1 et

Vi e {0,---,k+1}, ||~'L'a(i) — Zg(s) H = €p-
Par récurrence, on a construit deux suites extraites de (z,) vérifiant
¥n € N, [|2a(n) = 25(m| > €0

Entre autres (2(n) — Z3(n)) ne converge pas vers 0. Comme (To(n) — Za(m)) =
(Za(n) — Tn)+(Tn — Ta(n)) , on en déduit que (z4(n) — Tn) OU (Tn — Tg(n)) DE converge
pas vers 0. O
(b) Propriétés des suites de Cauchy
Les suites de Cauchy ont les mémes propriétés que les suites convergentes.

‘Proposition : Les suites de Cauchy sont bornées.

Preuve . Soit (z,) de Cauchy, Ing € N tel que
vnap 2 no, “.’L‘n - "L';D” <1

On a donc
Vn € N, [|z,|| < max {[|zol|, -, [|Znoll , [[Tro | + 1}

et la suite est bornée O

Proposition : Une combinaison linéaire de suites de Cauchy est de Cauchy, dans une algebre
normée, un produit de deux suites de Cauchy est de Cauchy.

Preuve . Les preuves sont identiques aux preuves correspondantes pour les suites
convergentes, le role de la limite étant rempli par le terme z,, de la suite. O

On remarque également que toute suite convergente est de Cauchy, en effet

Proposition : Si (z,) converge, alors (z,) est de Cauchy

Preuve . Si (z,) converge vers I, alors V (z4(,)) extraite de (zn), (Ta(n)) converge vers
et (z,— ma(n)) converge vers 0.
On peut également écrire directement que si € > 0 est donné,

£
Ing € N,Vn = ng, ||z, — ]| < 3

et donc
Vn,p 2 no, |20 — op|| < [lzn =1l + |z, — ]| <e

et le résultat. O

On constate que si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence elle converge. Une
suite de Cauchy est donc soit convergente, soit sans valeur d’adhérence. En fait une suite
de Cauchy non convergente est une suite qui, si on considére qui suite convergente vers
un | € E, "pointe” vers ce [, pointe vers une ”case vide”.
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(¢) Cas de R, complétude de R, C,R",C" et des espaces de dimension finie sur R ou C.
Dans R, toute suite bornée a une valeur d’adhérence (théoréme de Bolzano Weirstrass),
donc toute suite de Cauchy, étant bornée, a une valeur d’adhérence et donc converge.
Cela peut étre dit de tout espace normée ou le théoreme de Bolzano Weirstrass est vrai
et donc de tout les espaces vectoriels de dimension finie sur R ou C.

Théoréme : Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur R ou C, alors V (z,,) € EN

(zn) de Cauchy < (z,) convergente

Ce théoreme, dans le cas de R est équivalent & ’existence d’une borne supérieure d’une
partie non vide majorée, autrement dit de la complétude de R (1¥). Cela permet d’écrire
la définition d’un espace complet

Définition : On appelle espace complet ou espace de Banach un espace vectoriel normé
E ol on a I’équivalence, V (z,,) € EN

(zn) de Cauchy < (z,) convergente

Les espaces vectoriels sur R ou C de dimension finie sont donc complets.

(d) Un exemple d’espace complet de dimension co

Considérons B [a, b] le R espace vectoriel des fonctions bornées sur [a, b] et || ||, (que 'on
notera || || dans ce paragraphe) la norme (1°) définie par

Iflloe = l7ll = sup [f ()]

z€a,b]
Soit (fn) une suite de fonctions dans Ba, b] qui soit de Cauchy. On a donc
Ve > 073710 S Navnap 2 no, ||fn - fP“ <e

La technique générale consiste & construire la limite, & vérifier qu’elle est dans E puis a
montrer la convergence effective.

e Pour z € [a,b], la suite (f, (z)) vérifie
VE > 073'”0 S N,Vn,p 2 no, |fn (x) - fp (.Z')| < ||fn - fp” <e

donc est de Cauchy. R étant complet, il existe une limite qu’on va noter ! (z) telle
que
lim f, (z) =1(z)

n—-+o0o

e (fn) est de Cauchy donc est bornée, il existe M > 0 tel que
Va € [a,b],Vn € N, [frn (z)| < Ifnll < M

soit finalement
Vo € a,8], [l (2)] < M

et [ € Bla,b]
e Soit € > 0,
Ing € N,Vn,p 2 no, Vo € [a,b], | fn (z) = fo (@) < |Ifn — fill <&

Donc
Vn 2 no,Vp 2> no,Vz € [a,b],|fn (2) — fp (2)| <€

183yivant les liens R complet +— toute suite monotone bornée converge <— Toute suite bornée admet une valeur
d’adhérence <— Toute suite de Cauchy de R converge
exercice !
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et entre autres, en faisant tendre p vers +o0o
Vn > ng,Vz € [a,b], |fn(z) —1(2)| <&
soit enfin
Vn 2 no, |lfn =1l <e
Finalement, on a bien lim, , fn = f dans (E, || ||)
Cet espace vectoriel est donc bien complet pour la norme || ||.
(e) Un exemple d’espace non complet.
Considérons E = R[X] et pour P =) 1  a;. X"
N (P) = max (|ao|, -, |an|)

Soit (P,) une suite convergeant vers une limite (), considérons pour p donné la suite
(an,p),eN des coefficients de degré p de (Pp) et g, le coefficient de degré p de @. On a
vu que de

|an,p - (Ipl < N(Pn - Q)

on peut en déduire
ngr-ir-loo n.p = p-
Considérons la suite (P,), .y définie par
n
Xk
P, = —_
" Z k(k+1)
k=1
Onapourn>peN
in= 1 1 1
0 STIL n=mp ) < B <
Zk:p—l—l k(k+1) p+1 n4+1 p+1

N(Pn—Pp):{

Donc si € > 0 est donné, pourn > p > 1, on a N (P, — P,) < ¢ et la suite (P,) est de
Cauchy.

Or si (P,,) convergeait vers un polynéme @, les coefficients de @ serait limite de ceux de
P,, et ceux ci forment une suite stationnaire en m, le coefficient de degré k de @

serait donc égal a m et @ serait de degré ”infini” ce qui est absurde.

1.5. Topologie.

1. Topologie d’un espace

E,|| || est un espace normé sur K = R ou C

(a) Boules, voisinages
Définition : Sia € FE et r > 0, on définit la boule ouverte de centre a de rayon r, la
boule fermée de centre a de rayon r et la sphere de centre a de rayon r par

B(a,r) ={z € E, ||z —al| <r}

B(a,r)={z € E,|lz —al| <7}
S(a,r) ={z € E,||lz —al| = r}

On désigne par B, B et S les boules et sphere de centre 0 de rayon 1.
Remarque : On peut exprimer la relation d’équivalence entre deux normes Ny et Nj
par des inclusions de boules :

BN1 6,7‘1 CBN2 6,1

NlNN2<=>3’I'1,T‘2>O/ - N
BN2 0,7‘2 CBN1 0,1
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En effet, en notant que si = # 0, Az est de norme |A|, la premiere inclusion donne

N1 (1’)

Vz € E, Ny (z) <

et la deuxiéme donne
N2 (IL')

T2

Vz € E,N; (z) <

Définition : Soit x € E et V C E, on dira que V est un voisinage de x et on écrira
V € V(z) ssi V contient une boule de centre z, soit encore ssi Ja > 0, B (z,a) C V soit
ssi

Ja>0,VyeE |y—z|<a=>yeV

‘Proposition: SiVeV(x)alors VX CE,VUX eV (z),siVi,VaeV(x), V1NV eV (x)

Les voisinages d’un point sont stables par intersection finie et par réunion.

Remarque : Si N est une norme équivalente 4 || ||, toute boule ouverte de centre x pour
N (resp. || ||) contient une boule ouverte de centre = pour || || (resp. N). x admet donc
les mémes voisinages pour N et || ||. Donc deux normes équivalentes induisent la méme
notion de voisinages de méme qu’elles induisaient la méme notion de convergence. Cette
notion peut d’ailleurs s’exprimer simplement a l’aide des voisinages :

Proposition : Soit (z,) € EN et 1€ B, (xn) convergera vers [ ssi

YV eV (l),3ng € N tel que Vn > ng,z, €V

Preuve . Dans le sens direct, si V € V (1),
I >0,B(l,e)CV
et comme
dng € N,Vn > no, ||z, — || <e
on obtient bien Vn > ng,z, € V
La réciproque se fait de méme. O

(b) Fermés, Ouverts

Définition : Soit O C E, O sera dit ouvert de E ssi O est voisinage de tous ses points,
autrement dit ssi

Ve € O,3a>0,Vy€e E,||ly—z||<a=yeO
La topologie de E est I’ensemble des ouverts de E.

Exemple 11. e E, & sont des ouverts de E.
e Sia>0etac€ E, laboule ouverte B (a,a) est un ouvert de E.
En effet, soit © un élément de cette boule, on a pour tout y de E, ||y —a| <
lly — z|| + ||z — a|| d’ott ||y —al| < a dés que |ly—z| < @ — ||z —a||. On a donc
B(z,a — ||z — a||) C B(a,a). Cette derniére est donc un ouvert de E.

Définition : Soit F' C E, F sera dit fermé de E ssi F est le complémentaire d’un ouvert
de E.

Exemple 12. e E & sont des fermés de E.
e Sia>0eta€ E, laboule fermée B (a,a) est un fermé de E.
En effet, soit x un élément n’appartenant pas & cette boule, on a pour tout y de
E, |ly —all > ||z —all — [ly — || d'ott [ly —al| > o dés que |ly —z|| < [|z - al - o
On a donc B (z, ||z — a|]| — a) C E\B (a,a). E\B(a,a) est donc un ouvert de E et
B(a,a) un fermé.
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On peut caractériser simplement les fermés et les ouverts en termes de suites; un fermé
est une partie stable par passage a la limite : Toute suite de ce fermé convergente converge
dans ce fermé.

Théoréme : Soit F C E, F est un fermé ssi V (z,,) € N, () convergente vers [ € E =1 € F

Preuve . Supposons F fermé, soit (z,) € FN, (x,,) convergente vers [ € E. Supposons
1 ¢ F, | appartient & E\F qui est un ouvert, donc 3¢ > 0 tel que B(l,e) C E\F. Or il
existe un rang ng tel que

Vn > ng,z, € B(l,¢)
On aurait dans ce cas z,, € F et z,, € B(l,e) C E\F ce qui est contradictoire. Donc
leF.

Supposons maintenant F' non fermé, E\F n’est pas un ouvert, il existe [ € E\F' tel que
E\F non voisinage de I. Autrement dit

Ve > 0,B(l,e) ¢ E\F soit B(l,e)NF # @

1 1
Pour e = ——, il existe z,, € B | [, —— | NF. La suite (z,,) ainsi construite est dans F'
n+1 n+1

et converge vers! ¢ F'. On a bien prouvé que si (V (zn) € FN, (zn) convergente versl € E =1 € F)
alors F' fermé. O

Ce théoreme est particulierement important car donnant un moyen extrémement pratique
pour savoir si un ensemble de E est un fermé ou non. (?°)

Exemple 13. On va montrer que si (E, || ||) est un espace normé sur R ou C et si F
est un sous espace de dimension finie, alors F' est un fermé. Le raisonnement est
simple techniquement. (F,||||) est un espace vectoriel normé de dimension finie donc il

est complet. Soit (z,) € FN une suite convergeant vers | € E. 1l s’agit de prouverl € F.

Preuve . Ona
— () converge vers | € E donc
— () est une suite de Cauchy donc

— (xn) est une suite de Cauchy de espace vectoriel normé complet F (on utilise en
fait I’équivalence des normes)

— () converge vers I' € F' dans 'espace vectoriel normé complet F'
= ||z — U'|| converge vers 0

— (z,) converge vers l' € F' dans E

— =1 € F et le résultat. O

Proposition : Opérations ensemblistes
— si (0i);; est une famille d’ouverts, U;crO; est un ouvert,

—si (Fi) ;s est une famille de fermés, N;er F; est un fermé,
—si (O1,--+,0p) est une famille de p ouverts de E, NY_, O; est un ouvert de E,
—si (Fi,---, Fp) est une famille de p fermés de E, U?_ 1F est un fermé de E.

Preuve . Siz € UjcsO;, z appartient A un Oy, Uie1O; = 0;,U(U;cr0;) est un voisinage
de x d’apres les propriétés des voisinages et U;c;O; est bien un ouvert de E.

De Nic1F; = E\ (Uier (E\F})), on déduit le résultat sur les fermés.

De méme, si z € NE_; 0;, on a pour tout ¢ O; voisinage de z, la méme proposition nous
donne N?_, O; voisinage de z et le résultat.

U F; = E\ (NY_, (E\F;)) donne le résultat sur les fermés. O

20La plupart des démonstrations peuvent se faire soit & I'aide des fermés (plus intuitif souvent mais parfois plus
technique) et des suites soit en utilisant les ouverts, voisinages et ”&”
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(¢) Adhérence d’un ensemble, point adhérent, Intérieur
Un fermé est donc une partie de E ”stable par passage a la limite”. Pour A C E, il est
intéressant de considérer 'ensemble des éléments ”atteignables” par A c’est & dire limite
d’une suite d’éléments de A. C’est adhérence de A

Définition : On appelle adhérence de A ’ensemble

A= {m € E,3(zn) € AN, lim z, =$}
n——+00
un élément appartenant & A sera dit élément adhérent 4 A. On a A C A.
Remarque : D’apres ce qui précede, on a immédiatement F' fermé« F = F. De méme,
on a par définition méme le fait que A C A’ => AC A’
Cela semble indiquer que A est un fermé ce que l'on va prouver. Pour cela on caractérise
tout d’abord les éléments de A en terme de voisinages.

Proposition : Soit A C E et z € E, alors

r€ASVe>0,B(z,e) NA#D

Preuve . =: Soit z € A, 3(x,) € AN,limn_Hroo T, = x. Soit € > 0, il existe ng tel
que
Vn = ng, ||z, — 2| < e

Entre autres z,, € B (z,e) N A ce qu’il fallait démontrer.
<: Réciproquement, soit z € E tel que

Ve >0,B(z,e)NA# @

1
Pour e = ——, il existe
n+1

1
T, € B (;c, ) nNA
n
La suite (x,,) ainsi construite vérifie

N 1
Tp) €E A et ||z, — || < ——
(n) lan = ol < —
soit limy, 4 o0 Zn, = x et le résultat. O
Cela permet de montrer que ’adhérence est un fermé et que c’est le plus petit fermé
contenant A

Proposition : Soit A C E, alors A est un fermé et si A C F fermé, alors A C F

Preuve . Remarquons que la derni¢re assertion est claire, si A C F' alors ACF=F.
Montrons que A est un fermé. Soit z limite d’une suite d’éléments de A, il existe (x,) €
AN convergeant vers z. Soit € > 0, on veut montrer que B (z,€) N A # @. Or il existe

ng € N tel que
€
I —all < 5
Tpn, € A donc il existe

v AN B (1. )

Ona|ly —z|| < e et donc y € B(z,e) N A et le résultat. O
On peut généraliser et définir la notion d’intérieur d’une partie :

Définition : Si A C FE, on définit ;1 par ;1: E\ (E\A)
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o o
On constate que AC A et que A est un ouvert. De plus, d’apres les propriétés de

o o]
I’adhérence, A est un ouvert et c’est le plus grand ouvert inclus dans A. A peut se
caractériser simplement :

Proposition : A= {r € A,3e > 0,B(z,¢e) C A} soit encore A ={zx € A, A€V (z)}

Preuve . Cela découle directement de la caractérisation

z € (E\A) & Ve >0,B(z,e) N (E\A) # &
Donc .
T €A I > 0,B(z,e)N(E\A) = o
soit .
€A I >0,B(z,e) C A

et le résultat. O

2. Compacité, complétude

FE est un K espace vectoriel normé

(a) Sous ensemble complet d’un espace vectoriel normé
Définition : On appelera complet un sous ensemble A de E tel que toute suite de Cauchy
a valeurs dans A est convergente dans A.
Par définition méme un complet est donc ”stable par passage a la limite”, toute suite
(zn) € AN convergente est de Cauchy donc convergente dans A. On peut énoncer

‘Proposition : A complet est fermé.

Plus précisément

‘Proposition : Si A’ C A avec A complet alors A’ est complet.

Preuve . En effet, toute suite de Cauchy de A" est une suite de Cauchy de A qui
converge donc et qui converge dans A’ puisque ce dernier ensemble est un fermé. O

Une famille de sous ensembles complets d’'un K espace vectoriel normé E est constituée
par exemple par les sous espaces vectoriels de dimension finie (cf ci-dessus).

(b) Compact au sens de Bolzano Weirstrass

Une grande propriété de R est que toute suite bornée admet une valeur d’adhérence. On
peut prouver (?!) que cette propriété caractérise les espaces vectoriels de dimension finie.
Mais il existe dans un espace vectoriel normé E donné des ensembles C' (22) tels que toute
suite & valeurs dans C' admet une suite extraite convergente i.e une valeur d’adhérence.
Ce sont les compacts au sens de Bolzano Weirstrass.

Définition : Soit C' C E, C est dit compact ssi de toute suite a valeurs dans C, on peut
extraire une suite convergente dans C.

Proposition : On constate qu’un compact est fermé, borné et complet.

Preuve . Soit une suite de Cauchy de C, elle admet une valeur d’adhérence dans
C puisque C est compact, donc elle converge puisque de Cauchy et ayant une valeur
d’adhérence. C' est donc aussi fermé puisqu’'un complet est fermé. Supposons C' non
borné, on aurait

Vn e N3z, € C,||zn|| > n

21théoreme de Riesz, voir plus loin
22Ne pas confondre C = Compact avec C = Complexes
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Cette suite (z,,) admettrait une suite extraite (z4(,)) convergente dans C' donc bornée.
Or on a
Vn € N, ||;ca(n)|| >a(n)=>2n— 400

ce qui contredit (zq(n)) bornée. C' est borné. O

De méme que dans les complets, tout fermé inclus dans un compact est compact. (si
(z5,) est une suite dans ce fermé, elle admet une sous suite extraite convergente dans le
compact et cette sous suite converge en fait dans le fermé puisqu’a valeurs dans ce fermé).

L’intérét des compacts est que les phénomenes ”limites” (sup, extrema d’une fonction,
etc) seront réalisé dans ce compact.

Exemple 14. Soit C' un compact et x € E, alors Iy € C,d (z,C) = ||z — y||

Preuve . Soit d = d(x,C) = supyec ||z —yl|. 1I s’agit de prouver que ce "sup” est un
"max”. Soit n € N, il existe y,, € C tel que

1
d< ||z - d+ ——
o= yall < d+ ——

la suite (y,,) admet une suite extraite convergente vers un y € C. De

1
Vn € N < [l2 = ya | <d+ o7

on déduit ||z — y|| = d et le résultat. O

(¢) Cas des espaces de dimension finie

On a déja vu que dans les K espaces vectoriels normés de dimension finie, toutes les normes
étaient équivalentes (ce qui veut dire qu’il est inutile de préciser une norme lorsque ’on
veut parler de convergence, continuité ...).

Par ailleurs, ces espaces sont complets, donc les ensembles complets d’un tel espace sont
les fermés.

Les compacts dans ces espaces sont aussi parfaitement connus :

Proposition : Soit F un K espace vectoriel normé de dimension finie, alors

C compact < C fermé borné

Preuve . Le sens = a été vu plus haut. Soit C fermé borné et (x,) une suite dans C.
Cette suite est bornée, le théoreme de Bolzano Weirstrass permet d’affirmer 'existence
d’une sous suite convergente (:ca(n)). Cette suite est dans C' qui est fermé donc converge
dans C. Finalement il existe bien une sous suite de (z,) convergente dans C et C est
bien un compact. O

Ce qu’il y a de remarquable est que cette propriété caractérise les espaces de dimension
finie. C’est le théoreme de Riesz :

Théoréme : Soit £ un K espace vectoriel normé, F est de dimension finie ssi les compacts sont
les fermés bornés.

Preuve . Celle ci est complexe et assez technique (2?). Le sens direct a été vu. Soit
maintenant un E un K espace vectoriel normé tel que les compacts sont les fermés bornés.
On notera || || la norme. La boule

B={z€E,|z|<1}

est donc compacte.

23Cette démonstration ne fait pas partie du programme de premiére année Eco.
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i. Lemme : Il existe p > 1 et e1,---,e, € B telle que

_ _ 1
B C UleB (ei, 5)

En effet, considérons la suite (e;) construite comme suit : e; € B, et pour k > 2,
er € B\ (US_!'B (e, 1)) -

Soit il existe p > 1 tel que B\ (U_, B (e;,3)) = @ et le lemme est prouvé, soit on
construit une suite (en),,,. Cette suite vérifie

_ 1
Vn > 1,e, ¢ U?Z_IIB (e,-, 5)

et donc 1
Vn,m > 1,n#m=|e,—enl > 3

Or la suite (e,) est dans B compact doit admet une valeur d’adhérence; il existe
(éa(n)) convergente. Mais alors, entre autres (**), la suite (eq(nt1) — €a(n)) converge
vers 0 alors qu’elle vérifie

1
¥n > 1, [eatnin) — €aml| > 5

ce qui est absurde. le lemme est donc acquis.

ii. La famille (e;,i = 1---p) engendre tous les vecteurs de B
Considérons z € B, on construit les suites (z,,) € BN, (yn) € {e1,--- ,ep)N par

To =, Yo =10

et pour n € N, il existe k € {1,---,p} tel que =, € B (ex,3) puisque z,, € B C
UP_, B (ei, 3) - On pose

ZTny1 =2.(x, —er) € B

puisque [|Zn41]| < 2.3 soit 1,

€k
Yntl =Yn + o € <617"'76p>

2n

On peut noter que
_ € _ Tp  Tnptl
Yn+1 — Yn = 97 = on T ontl

soit par récurrence

Tn
—n=y0+x0:m

Tn+1 _
Ynt1 + St =Yn t+ 5

. T 1 . . .
De cela on déduit ||y, — z|| = H 2—: < —. Finalement, on obtient lim, . y, = 2.

271
Onadoncz € {e1,---,ep) = (€1, -, €p) puisqu’un sous espace vectoriel de dimension
finie est fermé et le résultat est acquis.

ili. (e1,---,ep) = E. En effet, soit z € E, si z = 0,z € (e1,---,ep), sinon

x _
— € B C{ey, --,ep) et donc z € {eg,---,€ep)

[l

On a donc E C (e1,---,¢ep) C E et E de dimension finie. O

24ce n’est pas une équivalence
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1.6. Séries. Le critere de Cauchy est un critere qui peut sembler séduisant & priori; condition
nécessaire et suffisante (dans un espace complet) de convergence ne mettant en jeu que les termes de
la suite. Mais son utilisation pratique tel que est compliquée, I’évaluation de ||z, — x,|| est & priori
délicate. L’idée des séries est d’écrire

n
Tnp =0 + E Tk — Tk-1
k=1

Si on considere n et p = n + q avec ¢ > 1, on aura

n+q
Tp —Tn = Z Tk — Tk—1
k=n+1
et donc
n+q n+q
llzp — zall = Z Tk — Tp—1| < Z |2k — zp—1]|
k=n+1 k=n+1

cela correspond & la différence de Cauchy |sp, — sp| avec

n
sn = [l@oll + D llox — x4l
k=1

suite réelle croissante donc facile & étudier.

1. Séries

On se place dans un K espace vectoriel normé E, || ||

(a) Définition des séries
Définition : On appelle série de terme général (u,) la suite (3",_gur),cN
Cette série pourra étre désignée par (3-,_Uk),cN » 2 Un OU parfois S U up est
appelé terme général de la série. La somme Y., uj est appelé somme partielle de la
série.
De I’égalité valable pour toute suite (z,) € N

n
T, =T + E Tp — Th_1
k=1

on déduit que toute suite est une série. La nuance résidera lorsqu’on se placera dans
une algebre (typiquement R ou C), le produit de deux séries ne consistera pas a faire le
produit terme & terme des suites (3_;_o uk), N correspondantes.

(b) Opérations sur les séries, combinaison linéaire

Proposition : La combinaison linéaire . (37_o ux),cN + #- (X k—o Vk),,cN st la série

(Z Auy + u.vk)
k=0 nEN

Il n’en est pas de méme du produit dans le cas d’une algebre. Soit Y u, et Y v, deux

séries. La suite
n n
k=0 k=0



Cours d’Analyse Premieére année économie ENSAE page 36

est une série de terme général w,, avec

n

n
Wn+1 = Wn+1 -W, = Un+1- (Z Uk:) + <Z uk) Un+1 + Up41-Unta
k=0

k=0

expression peu simple. Intuitivement 1’idée est d’aboutir & une série qui lorsqu’on étend
la somme & tout N contient tous les termes ug.v; et ce une seule fois. On s’inspire du
développement des séries formelles en classant les termes ug.v; par profondeur, celle ci
étend définie par k + [.

Définition : On appelle série produit (37 _o uk), e N - (Xp—o V) e N 1asérie (3o W), cN

de terme général
n

Wy = E U -V = E Uk -Un—k
klecN k=0
k+l=n

Ce produit, distinct du produit terme & terme des suites s’appelle le produit de Cauchy.
La suite (wy,) est appelée produit de convolution des suites (uy) et (vy) -

Proposition : Le produit de Cauchy est associatif, distributif & gauche et a droite sur ’addition
et admet la suite constante 1 (i.e la série Y 69) comme unité.

(**)

Preuve . La preuve consiste simplement & utiliser la formule Y u,. Y v, = Y w, avec

n
Wy = E U .V = E Uk -Un—k
k=0

k,1eN
k+l=n

Seule ’associativité nécessite un calcul montrant que

ZUH. (Zanwn) = (ZU"ZU") .an = Zt"

ce qui se traduit par

AN TIEDS (Z u,c.ul) wj= Y wavews = tn

k+l=n i+j=l I+j=n \k+i=l k+itj=n

Le reste est immédiat (exercice donc) O

Ce produit définit donc lorsque E est une algebre une nouvelle algebre des séries distincte
de l’algebre des suites a valeurs dans E ; les éléments, la somme, le produit par un scalaire
sont identiques, mais les produits internes ne sont pas les mémes ce qui ne définit donc
pas la méme structure.

On peut définir des opérations spécifiques aux séries, la plus importante est la troncature
Définition : Soit Y u,, on appelle série tronquée des ng premiers termes la série définie

pour n > ng par
n
k=ng

(¢) Convergence des séries

Wk — Osin#k
n lsin=k
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Définition : Une série sera dite convergente si elle converge en tant que suite. La limite
. n 2, oo 26
limp 400 Y g Uk Sera notée Y 20 uy (*%)
_ n n—1 :
Remarque : De u, =), ,ur — Y ,_, Uk On obtient
E un converge = lim (u,) =0

n—-+4o00

")

Les théoremes d’arithmétique des limites permettent d’énoncer

Proposition : Une combinaison linéaire de séries convergentes converge vers la combinaison
linéaire des limites.

Le cas du produit dans une algebre est plus compliqué et sera vu plus loin.

De méme, de
no—1

n n
Vn)no,Zukz Z ug + Z U,
k=0 k=0

k=ngo

on déduit

Proposition : Soit ng € N donné, la série 3" u,, converge ssi la série (Zk:no ug) , notée > o Un,

converge et on a
no—1

+oo +oo
D ue= D uet ) w
k=0 k=0 k=no

Cela permet de définir lorsque la série est convergente la suite des restes définie par
Définition : Soit ) u,, une série convergente, on définit le reste d’ordre n de la série par

+o0
Rn= Z Ug

k=n+1

la somme partielle d’ordre n de la série est ... la série elle méme autrement dit
n
Sn = Z Uk
k=0

Pour tout n € N, on a

400

Z up =S, + Ry,

k=0

Notamment on a lim, 4. R, = 0.
(d) Application du critére de Cauchy, convergence absolue
On se place dans un espace vectoriel normé complet.

Reprenons I'idée du début, soit (> u,) une série. Le critere de Cauchy appliqué a la série
> uy, introduit la quantité

n+p

||Sn+p_5n” = Z U

k=n+1

quantité que 'on peut majorer par ZZI%H llu || qui est la différence S;,, , — S, pour la
série Y ||up||. Cela permet de dire que si la série Y ||u,|| converge, (S),) est de Cauchy,
donc (S,,) aussi et si E est complet, (S,,) converge. Cela nous conduit & définir

261,a notation E::B un désignera dans une expression algébrique la limite de la série (dont on aura préalablement
montré la convergence) et dans les autres cas la série elle méme (qui peut diverger). C’est pour ce risque de confusion
que ’auteur préfere la notation E un qui ne peut en aucun cas désigner une limite € E.

27]a réciproque est évidemment fausse
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Définition : Une série Y u,, sera dite absolument convergente si la série Y ||u,|| converge.
et a conclure en

Théoréme : Dans un espace complet, toute série absolument convergente est convergente. Si
> uy, est absolument convergente, on peut écrire de plus

+oo
<Y llunll
n=0

Preuve . La preuve du premier est ci-dessus, le deuxieme point découle de l’'inégalité

n

>

k=0

n

<Y llul]
k=0

O

Cela constitue 'outil fondamental pour prouver la convergence des séries et de beaucoup
de suites (par étude de Y (Tp 1 — Tn))

(e) Produit dans une algebre
La question est de savoir si le produit de deux séries convergentes converge vers le produit
des deux limites. La réponse est en général non (**). On peut montrer (?°) que si I'une
des deux séries converge absolument, le résultat est vrai. Dans la pratique, on se contente
du produit de deux séries absolument convergentes :

Théoréme : Soit A une algébre de Banach (i.e normée complete), > a, et > b, deux séries
absolument convergentes, alors si ) ¢, est le produit de Cauchy des séries Y a, et Y by, (cp) =

(X heo ak-bn—r), la série Y ¢, est absolument convergente et converge vers (En 0 an) . (Z+°° bn

Preuve . 1l existe une constante K > 0 telle que
Va,y € A, [|lzyl| < K. [|z]] - [ly|l
On a [len|| < K. 375 llakll - [1ba—k|| d’ot

lecnll K. ZZIIakII bkl < K. ZZII%II (RS -(ill%ll) <+§||an|>

n=0 k=0 =0 j=0

La série ) ¢, est donc absolument convergente. On a de plus

2N N N 2N n 2N n
Z Cn — (Z an> <Z bn) = Z Z ak.bn_k + z Z an—k-bk
n=0 n=0 n=0

n=N+1 k=0 n=N+1 k=0
d’ou
2N N N 2N n
ch—<zan) (an> <K 3 S llal - Mbaill + lan—ell - ltx
n=0 n=0 n=0 n=N+1 k=0
soit
2N N N 2N N
zcn—(zan) (m) <K 3 S - o+l el
n=0 n=0 n=0 I=N+1 k=0

28mais c’est compliqué
29¢%est encore compliqué
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soit en rajoutant K. leiVNH ZiﬁNH [|lak| - ||be]] qui est positif,

:ziv;)cn - <éan> (i%) < K. (fj% llall - [lbdl = iillakll-llsz)

1=0 k=0 1=0 k=0

soit enfin

2N N N 2N 2N N N

> en= (Z an> (Z bn> <K. ((Zlmkn) . (ann) - (Zuakn) . (ann))

n=0 n=0 n=0 k=0 =0 k=0 =0
et donc

2N N N
Nl—ifiloo ;cn— (;an> (;%) ' =0

d’ou le résultat. O

2. Séries & termes positifs

Dans le paragraphe précédent, on a vu que ’étude des séries dans un espace complet se ramene
a I’étude de la série Y ||uy|| qui est une série & termes réels positifs d’oli 'importance de ces
séries.

(a) Principe de comparaison

Soit (uy,) € [0, +oo(N, la suite ) _,up est une suite croissante qui convergera ssi elle
est majorée. On peut donc énoncer

Proposition : Soit ) u, une série a termes positifs, > u,, converge ssi les sommes partielles sont
majorées indépendamment des bornes de sommation.

Remarque : Si Y u, diverge, alors lim,,_, ZZ:O up = +00

Exemple 15. Considérons pour a > 0 la suite u, = —. Cette suite tend vers 0 et est
n

croissante. On a

_ 1 1 — (-1 -« 1
Up41 — Up = n—a—m = (— )caﬁ pour un c € [n,n+ ]
(3°) On en déduit
a
Un_l,_l — Un 2 (n + 1)(1-‘1‘1
et donc
Z kol < EZ“’“ — Uk—1
k=2 k=2
soit enfin
1 1 /-1 14+a
zkaﬂ <1+_'<n_‘1+1) S oa

On en déduit Y, # convergente puisque les sommes partielles sont majorées indépendamment

1
. On a méme )

. a+
des bornes de sommation par too 1 atl

n=1 no X

30théoréme des accroissements finis, voir la Terminale et le chapitre sur les dérivées.
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Cet exemple est typique dans la mesure ou la majoration a été obtenue en majorant le

terme de la série (ici —a) par le terme d’une série & termes positifs que ’on sait convergente
n

(ici Y2 1 ( L ! ). Ce mécanisme est trés général et s’énonce comme suit
- | — — = . m 11STI! T 1T 1101 TNIT uiv :
a\n* (n+1)°

Proposition : Soit > u, et Y v, deux séries & termes positifs, on suppose que Yn > 0,u, < v,

alors

E v, converge = E un converge

accessoirement, dans ce cas on a 3, %% u, < Y210 vy,

Il est tres important de noter que ce sont les termes des séries que ’on compare, PAS les
sommes partielles des séries.

Preuve . On a immédiatement

n n +oo
Vn € N,Zuk < ka < Zvl
k=0 k=0 =0

et le résultat. O

Application. Etude de > u, avec u, = O (vy,) puis v, = O (up)

En général, les comparaisons entre les termes de séries se font & ’aide des relation de
comparaison 0,0, ~. Comme la convergence de ) u, équivaut a celle de )" p>n,un €t

que
un = 0 (v,) & Ing € N,IK > 0,Yn = ng, |uy| < K. v

on obtient la proposition suivante :

Proposition : Soit Y u, et > v, deux séries & termes positifs telles que u, = O (v,) alors on a

E vp, converge = E Uy, converge

1l faut avoir maintenant quelques séries de référence : On cite

i. Série de Cauchy : u, = a™ avec a > 0. On obtient

Proposition : )" a” converge ssi a € [0,1]

1—gntt
Preuve . Y} ,a* = ~—a convergeant ssi a € [0, 1], la limite est dans ce cas
1

1—a’
Ces séries sont a la base de critere de D’Alembert.

O

ii. Série de Riemann : u, = —,a>0
n

‘s 1 .
Proposition : ) — converge ssi a > 1.
n

‘- . . 1
Preuve . On a vu que cela était vrai pour @ > 1, comme si a < 1, — >
n

il

’

S|

1
suffit de montrer que la série Y, — diverge. Or on a pour n > 1
n
In(n+1) -1 L € [0,1]
n(n —Inn = —— pour un ¢
ntec? ’

n+1

1 1
In(n+1)—Ilnn < — soit In —
n n

N
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Or de
- 1
Zlnk% =ln(n+1) = 40
k=1

on déduit Y In 2L divergente et donc Y L divergente. O

1
iii. Série de Bertrand : u, = — 5 avec « >0,eR
n®.1n" n
Proposition : ) converge ssi { *~ 1
p ) ne 1nfn & oua=1letg>1
. .ors . 1
Preuve . Etudions les différents cas suivant «. On pose u,, = —
n®.In" n
e a>1,0na
atl 1 0
nz U, =—F——
S

1 1 .
donc u, = o (Q—Jr1 or 2 > 1 donc Y- —5 converge et Y u, aussi.
n-=2 n-=2

e o < 1, on obtient de méme

atl 1
N2 Uy =—F5—> >+
n*z .1’ n
1 — D a+1 1 d ]- d .
et T T 0 (un). De 4= < 1 donc ) =) iverge et ) u, aussi.

e a=1.8i8<0,0onai=0/(uy)et donc Y u, diverge. Reste le cas # > 0. Pour
le plaisir (3!), on peut rappeler le principe de condensation dit encore critére de
Cauchy :

Lemme : Soit (uy,) une suite positive décroissante, alors > u, est de méme
nature que Y 2".ugn.

Preuve . Celle ci réside dans un regroupement par paquet : Posons

2ntl_q

Up = E U

k=2

on a 1
3 (2n+1.u2n+1) < 2" Ugnin_q < Up < 2™ ugn

et donc ) v, de méme nature que > 2™.uzn. Oron peut écriresin € [2’”, gm+l _ 1]

pour n > 2
2m_1 2m n am+l_g
E Uk\E UkSE U < E Uk
k=1 k=1 k=1 k=1
soit
m—1

=0 k

I
-
~
Il
<

> v, convergente implique > u, majorée indépendamment des bornes de som-
mation et donc ) u, convergente. De méme > u, convergente implique _ vy,
majorée indépendamment des bornes de sommation et donc Y v, convergente
d’ou le résultat. O

31il y a des démonstrations plus simples
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1
La suite ——— pour 8 > 0 est positive décroissante donc on peut appliquer le

n.In’n

principe de condensation, Y u,, sera de méme nature que ) v,, avec v, = 2".ugn

soit
n 1 1 1

“on 1nf (27) P2 nf
de série convergente ssi # > 1. On en déduit le résultat. O

(¢) Critere de D’Alembert.

Il n’est pas toujours facile de comparer des suites entre elles, ’idée du critere de D’Alem-
bert est de comparer les croissances des suites plutot que les suites elle méme.

Vp = 2

Proposition : Soit (u,) et (v,) positives jamais nulles & partir d’un certain rang et vérifiant qu’il
existe ng tel que

Un+1 _ Unt1
Vn 2 no, <—
n Un
alors (uy) = O (vy,).
Preuve . Cela découle immédiatement de
n—1 u n—1
k41 k41
Up = Up, H + < Up, H *1 soit —2 Up,
- (23 Uk Ungp
k—no k—no

on a bien u, = O (v,). O
En prenant v, = a™, on peut affirmer que si il existe un rang ng tel que

Un+1
Vn > ng, —+

<a

n
alors u, = O (a™), lorsque a < 1, cela assure la convergence de Y u,. Inversement, si il
existe ng tel que

Un+1
Vn?”ﬂa ot

>1

Un
alors (1) = O (u,) et la série Y u, diverge, u, ne convergeant pas vers 0. Un moyen

. . , " . . o . u
pratique d’obtenir ces égalités est I’étude lorsqu’elle existe, de la limite lim,,_, | —ntl

On obtient

n

Proposition : Soit ) u, une série & termes positifs non nuls & partir d’un certain rang, on suppose
b

que
. Un41
lim —* —y
n—+00  Up

existe, alors
Sil<1, > u, converge
Sil>1, Y u, diverge
Sil =1, on ne peut rien dire

Preuve . 1l suffit de remarquer que si l < 1, Ing € N tel que

I+1
Unit L
Uy, 2

VYn > nyg,

et la série converge d’apres ci dessus, et si [ > 1, dng € N tel que

u l+1
VTLZTLO’”—HZ—

1
Uy, 2>

et la série diverge d’apres ci dessus. O
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On a trop souvent tendance & limiter ce critere a cette forme, mais le principe de com-

arer les rapports ¥tl et ¥ntl gy lieu des suites est tres général. Notamment lorsque
u v
Un+1

lim,, 400 = 1, il suffit simplement de prendre ) v, parmi les séries de Cauchy ou

de Bertrand.

3. Série de termes quelconques

(a)

Généralités

Dans un K espace vectoriel normé E, I’étude des séries se fera systématiquement a l’aide
de la convergence absolue. L’étude d’une série non absolument convergente mais conver-
gente est tres complexe, on se limitera & quelques cas particuliers.

Un exemple de série classique est la série exponentielle dans une algébre normée compleéte.
Soit (A, || ||) une algebre normée, on a donc

K >0, [leyll < K[|zl [lyll

Proposition : Pour tout z € A, la série E::S 77 converge, on note

+o0
"
expx = E —
n!

n=0

Preuve . On a
wn

1 B 1 (K- |lz|P™
< K el soit E'M

n! n!

de série convergente. La série est donc absolument convergente donc convergente. O
On peut noter de plus que
I Kk
expz|| < =.eK Ml
lexpall <
La convergence absolue permet d’obtenir les propriétés usuelles de ’exponentielle notam-
ment

‘Proposition : Siz.y =y alorsexp(z+y) =expz.expy

Prfuve . Effectuons le produit de Cauchy des séries :S(’] zn—", et Z:ﬁ% ZL—"!, on obtient
o

n—o Cn avec

n—k

C :iﬁ 7y = i ickwkyn—k — ($+y)n
" P k! (n—k)! n!'kzo " n!

Le théoreme sur le produit des séries absolument convergentes dans une algébre normée
complete donne le résultat. O

Cas des séries alternées, sommation d’Abel

Un exemple de manipulation de séries non absolument convergentes est dans les réels le
cas des séries alternées.

Définition : On appelle série alternée une série 3 u, tel que (—1)" .u, soit de signe
constant.

Les séries absolument convergentes utilisaient les suites croissantes majorées pour établir
leur convergence. Les séries alternées utilisent les suites adjacentes. Cela est illustré par
le théoreme important ci apres :
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Théoréme : (critére des séries alternées) Soit > u, une série alternée telle que |u,| décroit et
converge vers 0, alors si S, = > ) _o U

— La série ) u, converge
— Les suites (Sa2,) et (Sapt1) sont adjacentes

— VYn >0, Ek+3z+1 uk‘ < 1|

*?)
Preuve . Mettons (—1)" .u,, positif, on a
So(n+1) — S2n = Uany2 + Uzng1 = [U2nya| — |U2ni1] <O

et de méme
So(nt1)+1 — S2nt1 = — [uany3| + [uani2| = 0

Donc les suites sont monotones de monotonies opposées. De plus |Sap+1 — San| = |uont1| —
0. Les deux suites sont donc adjacentes et convergent vers une méme limite S. La suite
(Sp) et donc la série Y u,, convergent donc vers S.

On peut écrire de plus que

Vn € N7 |Sn - S| < |Sn+1 - Sn' soit |un+1|

et on obtient bien Vn > 0,

Z:;x;z—f—l “k‘ < [uny1]. 8

+oo (—1 n—1

Exemple 16. Les séries % convergent des que a > 0 et convergent absolument
n=1 n

ssia > 1.

Ce résultat peut étre généralisé & I’aide de la transformation d’Abel. La transformation
d’Abel est aux séries ce que 'intégration par parties est aux intégrales, on fait les analogies

suivantes :
u(zr) <«— Unp
u' () +— Upt1 — Up OU Up — Up—1
b
b— b
u Zk:}luk ou Y p_,iq Uk

W’ — u®)—u(@a—1) ouu(d+1)—u(a)
Une "intégration par parties” s’écriera

Lemme : Soit (u,) et (v,) deux suites, on pose U, = > 4o Uk, Vo = D p_o Uk, €t Dar
convention U_; = V_; = 0, alors

n n—1 n
S Upor =Un Vo =Y upy1 Vi = Unpr. Vo = D g1 Vi
k=0 k=0 k=0

Preuve . On a avec la convention V_; = 0,v;, = V}, — V;_1 donc

ZUk-'Uk: = ZUk. (Vk - kal) = ZUk-Vk - ZUk.kal
k=0 k=0 k=0 k=0

n n—1 n—1
= Uk Vi — Y Ukt Vi = (U = Uiq1) Vi + UnVn,
k=0 k=0 k=0

32ce point est important car c’est un des rares cas oil on a une estimation fine du reste.
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n—1

= Un Vo = D ura Vi
k=0

= (Uk = Upt1) Vi + Uny1 Vo = Ung1. Ve — Z ukg1-Vi
k=0 k=0
O

Dans la pratique, il est fortement conseillé de refaire les calculs (peu compliqués) plutot
que d’étre présomptueux en pensant apprendre la formule sans se tromper.

Une application est la généralisation du critére des séries alternées :

Théoréme : Soit (u,) une suite positive décroissante convergente vers 0 et £, une suite telle que
Vn € N, les sommeszzzo €, solent bornées, alors la série ) e,.u, est convergente.

Preuve . Posons E, =Y, _, &k et E_; = 0, on peut écrire

n n n n n—1
E k.U = E Ek.uk — E Ekfl.'uk = E Ek.uk — E Ek.uk_H
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

soit
n n
Z EhUE = Z Ey. (uk — ukt1) + Entinga
Or par hypothese, |E, | est bornée par un réel M > 0 donc
|En (un - un+1)| < M. (Un - Un+1)

de série convergente ( :S(’) M. (4, — Uny1) = Moug) et limy, 4o Ep-tyyer = 0. On en
conclut ’existence de lim,, ZZ:O €g-uy et I'égalité

+oo +oo
Z Enln = Z E,. (un — Uny1)
n=0 n=0

O
Exemple 17. Les séries EZ; T—f‘ converge pour o > 0. En effet n% décroit vers 0 et
n n 7
' ) 1— ez(n+1) 9
Vn € N, Zsmk < Ze’k < | T | STze
k=1 k=0

Comparaison série intégrale
b

Il existe deux fagon de comparer une série Y u, avec une intégrale J f. Soit on associe
a

n+1 n
Uy AVEC J fou J f avec f telle que par exemple u,, = f (n), soit on associe u,, avec

n n—1

brn+t1
J f et f quelconque.

i. La premiere méthode est particulierement puissante lorsque f est positive décroissante,
on peut dans ce cas écrire si u, = f(n), > un est & termes positifs et

donc
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On obtient les résultats suivants :

—+ oo
Proposition : J. f existe ssi Y u, converge.
0

—+ o0
Preuve . Si J f existe, on a
0

n n n +o0
ZukzuO+Zuk<uO+J f<u0+J f
k=0 k=1 0

0

La série est majorée indépendamment des bornes de sommation et converge donc.
Si la série converge, on a puisque f > 0

T [z]+1 [z] 400
J f<f £ ue <) un

0 0 k=0 n=0

+0oo
et pour les mémes raisons, 'intégrales existe. O
p ’
0

+oo
Proposition : Si ) u, existe, alors, en posant F (z) = — j f, F est la primitive de f s’annulant

x
en +o00, on a

R, € J-+0° 1 I+00 f] soit [-F (n+1),—F (n)]

n+1 n

On peut remarquer que

et donc que

p+1

+oo P ~+oo
Zuk§2uk—|—f f au, pres
n=0 k=0

Preuve . 1l suffit juste d’écrire que

—
=
R
[
N
[
g
kS
N
%
=
[

ntl k=n+1 n
d’olt
~+o00 +oo +o0
[ i< X we] s
n k=n+1 n

les inégalités en découlent. O

T

Proposition : Si ) u, diverge alors si F (z) = J f, il existe une constante [ > 0 telle que
0

iuk:F(n)+l+o(1)
k=0
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Preuve . Posons v, =Y ;_,ur — F (n), on va étudier la série ) vp41 — vp. Or

n+1
vn+1—vn=un+l+F<n+1)—F<n)=un+1—j fel-(f(n) = f(n+1)),0]

n

Donc c’est une série & termes négatifs de terme général minorée par -(f (n) — f (n + 1)).
Or

n

Sk —fE+1)=F(0)—f(n+1)< f(0)

k=0
donc > f(n) — f(n+1) et donc Y |upt1 — vyn| convergent. De plus on a

+o0 Too
Yovnti—va ==Y f(n)=fn+1)>f(0)=—uo
n=0 n=0

-1 -1 . .
Comme v,, = vg +ZZ:0 V41—V = Ug+ EZ:O Vg+1 — U Puisque vg = ug, on obtient

lim v, existeet lim v, > ug—ug =0
n—4oo n—4oco

Sil=1limy400vn,on abienl >0 et

iuk—F(n) =v, =1+ 0(1) soit iuk =F(n)+1+4+0(1)
k=0 k=0

O
Exemple 18. L’exemple le plus célebre est la série harmonique H, = Y ;_, %, ce
qui précéde permet d’affirmer existence d’une constante v > 0, (appelée gamma
d’Euler) telle que
n
k=1

ii. La deuxiéme méthode est surtout intéressante pour établir ’aspect sommable d’une
fonction sur un intervalle I (*?), ainsi si I = [a,b], il est souvent intéressant lors

=lnn+y+o0(1)

ol

bnt1
de ’étude de J f de regarder la série ZJ. f avec (b,) strictement croissante
I

n

+oo
convergente vers b dans R. (Exemple : b, = nz lors de I’étude de J e’tSi“tht)

0
On a les résultats suivants qu’on ne démontrera pas, cela concernant plutot le cours
d’intégration :

e Si f >0, la définition méme donne

bn+1
f sommable sur [ & ZJ f converge
b

n

et, si convergence,

NN

a n>0 brn

bn 41
J f converge = ZJ f converge
1 bn

33une fonction f est dite sommable sur un intervalle I si 'intégrale J |f| est définie (par exemple si VJ segment

I

inclus dans I, I’intégrale J | f| est majorée indépendamment de J, cf le cours d’intégration, on ne peut pas tout faire)
J
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o f>0et

bnt1
ZJ f converge = J f converge
bn I

Mais I’exemple f (z) = cosz, b, = nm donne
(n+1)w

+o0
J cos tdt divergente et J costdt = 0 de série convergente

0 nmw

bnt1
montre que la convergence de ZJ f n’implique pas toujours la convergence de

J,*

n
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2. TOPOLOGIE, APPLICATION A R

2.1. Généralités sur les limites de fonctions et la continuité de fonctions de E — F.

1. Applications continues

E et F sont deux K espaces vectoriels normés, leur norme sera désignée par || ||. f est une
application de Dy C E vers F. Dy est le domaine de f.

(a) Limites de fonctions en un point suivant une partie A C E
La notion de limite d’une fonction en un point est une notion topologique, autrement dit
qui peut se définir uniquement & ’aide de voisinages, d’ouverts et de fermés :
Définition : Soit a € Dy N A4, 1 € F, on dit que f admet | comme limite en a ssi

VW eV(1),3V e V(a) tel que ff(VND;NA)CW

On écrit lim f (z) =1.
T—ra
zeA
Dans la pratique, on utilise I’'une des caractérisations suivantes :

Proposition : On a les équivalences suivantes :

OIingXf(w) =1
Ve >0,3a >0,V € Dy NA,|lz—al|l<a=||f(z) -] <e
oV (2n) € (D N AN limpy o0 2 = @ = limp_y oo f (20) =

Preuve . La premiere équivalence résulte directement de la définition des voisinages.

Supposons lim f (z) =1 et soit (z,) une suite de Dy N A convergeant vers a. Soit W
z€A
un voisinage de [. il existe V' € V (a) tel que f4 (VN DyNA) C W. (z,) converge vers

a donc il existe ng tel que Vn > ng,z, € V. On a V¥n 2 ng,z, € VN Dy N A et donc
f (zn) € W. On a bien EIE fxzy) =1
n o0

Réciproquement, si [ n’est pas limite de f en a suivant A, cela s’écrit

Jeo > 0,Va> 0,3z € Dy NA, |z —al| <aet ||f(z) =1 > e

Prenons pour n € N,a = , soit x, un tel z, x, vérifie ||z, —a|l < et

1
n+1 +1
|| f (xn) — || = €0. (@) est une suite de Dy N A convergeant vers a telle que (f (x,)) ne
converge pas vers [. O
Remarque : La négation de lim f (z) = [ se traduit par I'existence d’un &9 > 0 et d’une

T€A

suite (z,) de DyN A converge;nt vers a telle que Vn € N||f (z) — || > €o-
La caractérisation de la limite en a la plus utile est celle par les suites, trés intuitive,
elle permet en outre de déduire immédiatement I'unicité de la limite en a ainsi que les
propriétés d’arithmétique et de composition des limites.

Proposition : La limite de f en a, si elle existe, est unique. Notamment, si a € Dy N A, la limite
en a, si elle existe, ne peut étre que f (a).

Preuve . Unicité de la limite de la suite (f (z,)) ou (z,) suite de Dy N A convergeant

vers a (cette suite existe puisque a € (D N A)). Si a € Dy N A, la suite constante z, = a

montre que si lim f (z) existe, alors ¢’est la limite de la suite constante (f (a)) soit f (a) O
T—ra

Remarque : Si a € Dy N A, la valeur d’une limite éventuelle n’a donc aucun intérét,
seule compte son existence (continuité). C’est pour cette raison que, lorsque a € Dy,
lorsqu’on parle de limite, on utilise une notion de limite par valeur différente, celle ci
consiste & prendre A tel que a ¢ A.
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Exemple 19. Lorsque E = R, on retrouve les notions de limites usuelles en a en prenant
A = R\ {a} (limite simple notée lim,_,,), A = Ja,+oo( (limite & droite notée lim,_, .+
ou lima;vgg) et A =)—00,a| (limite & gauche notée lim,_,,- ou limgzg).

La caractérisation des limites par les suites permet d’obtenir les théorémes d’arithmétique
des limites :

Théoréme : Si f,g sont deux applications de D C E vers F' admettant des limites I,I’ en
a€ (DNA),si\p€ K, alors lim (Af + pg) (z) = AL+ pl'
z€A
puis
Théoréme :  (composition des limites) Si f est une application de D C E vers F et g une
application de D' C F vers G telles que f;(D) C D', sia € (DNA),be D' et si lim f(z) = b,
TEA

lim g (y) =, alors lim go f (z) = 1.
y-b seA

Preuve . Soit (z,) € (D ﬂA)N convergeant vers a. La suite (f (z,)) converge vers

lim f(z) = b, la suite (g (f (zn))) converge donc vers lin%)g (y) = 1. On en déduit bien
zEA y=

limgo f(z)=1.0

r—a

Une conséquence importante est bien sir que, en dimension finie, étudier une limite d’une
fonction f en a équivaut & étudier les limites des coordonnées de f en a.

On peut également y rajouter la proposition suivante, utile dans le cas de £ = R lorsqu’on
veut étudier une limite en la décomposant en limite a droite et limite a gauche :

Proposition : Soit A et A’ C F,a adhérent 3 DN A et DN A’, alors

lim  f (z) existe < lim f (z) et lim f (z) existent et sont égales
TEAUA’ T€EA zeA’

de plus dans ce cas 11mw€zzJaA, f(z) = hmﬁa‘f f(z) = hm;ce—;{z, f(z)

Preuve . Silim zoa, f (z) existe, toute suite de (D N A)N convergeant vers A est une
zEAU

suite de (D N (AU A"))" convergeant vers a, donc sont image converge vers lim zda f (),
zE
on en déduit que
lim f (z) existe et vaut lim f(z)
z€EA z€AUA’

Supposons que lingﬁ f(z) et limw—;la, f (z) existent et sont égales & [. Soit € > 0,
T zE

Ja>0,Vze DNA |z —al|<a=|f(z)-Il<e

Jo' >0,Vze DNA |z —a||<a =|f(z)-I||<e
On a
Ve DN(AUA"),||lz —al| < mina,a’ = ||f(z) —1]| <e

et im z—ae f(z) existent et vaut . O
z€AUA’

(b) Fonctions continues
La continuité correspond en fait & la notion de limite lorsque a € DN A. On a vu que
seule son existence avait un intérét dans ce cas, si elle existe, elle ne peut valoir que f (a).
Définition : Soit f de D C E vers F, f sera dite continue en a € D ssi la limite de f en
a existe.

On a pris dans cette définition A = E, il est rare de parler de continuité suivant une
partie A, le seul cas ou on fait ainsi est le cas E = R ou on parle de continuité & droite
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en a (A = [a,+00() ou & gauche (A =)—o00,a]). On supposera dans la suite A = E mais
toutes les propriétés se généralisent a ces cas.

Les définitions équivalentes des limites permettent de donner 13 aussi plusieurs définitions
équivalentes :

Proposition : On a les équivalences suivantes :

e f continue en a
VW eV (f(a),lVeV(a),fa(VND)CW
eVe>0,3a>0,Vz € D,||lz —al|<a=|f(z)- fla)] <e

Et surtout, la caractérisation des limites par les suites a également son équivalent, parti-
culierement utile, pour la continuité : :

Théoréme : [ est continue en a ssi pour toute suite (z,) de D convergeant vers a, la suite (f (z,))
converge vers f (a) .

L’arithmétique des limites ainsi que le théoréme de composition des limites permettent
d’énoncer les résultats suivants sur les opérations de fonctions continues en un point a.

Théoreme : Si f, g sont deux fonctions de D C E vers F' continues en a € D et si A\, u € K, alors
Af + pg est continue en a.

et

Théoréme : Si f de D C E vers F est continue en a et si g de D' C F vers G est continue en
b= f(a) avec fg (D) C D', alors g o f est continue en a.

Le cas le plus courant est celui des fonctions continues en chacun des points de leur
domaine de définition.

Définition : Soit f de D C FE vers F, f sera dite continue sur D ssi f est continue en
chaque point de D.On écrira f € Co (D)

Exemple 20. Soit A C E, L’application x — d (x, A) est continue sur E.

La encore, on peut trouver une caractérisation topologique de cette propriété :

Théoreme : Soit f une application de D C E vers F, on a les équivalences suivantes :

e f continue sur D
e L’image réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert de D
e L’image réciproque de tout fermé de F' est un fermé de D

Preuve . Si X C F,on a f;'(F\X) = D\f ! (X), les deuxiéme et troisitme points
sont donc équivalents.

Considérons f € Co(D) et X C F un fermé de F. Soit (z,) une suite de f!(X)
convergente vers a € D. 1l s’agit de prouver f (a) € X. Or la continuité de f en a permet
d’affirmer que (f (z,)) converge vers f (a), (f (zn)) est une suite de X qui est un fermé
donc sa limite f (a) appartient bien & X et a € 7! (X).

Réciproquement, si 'image réciproque de tout fermé de F' est un fermé de D, 'image
réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert de D, soit a € D et £ > 0. X = B(f (a),¢)
est un ouvert de F, f! (X) est un ouvert de D contenant a donc un voisinage de a. Il
existe donc a > 0 tel que B (a,a) N D C f1(X). On a bien

Ve e D, |z —all <a=|f(z) - f(a)l <e

et f continue en a. O

Ce théoreme est surtout utile pour prouver que des sous ensembles de E sont des ouverts
ou des fermsés :
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Exemple 21. Ainsi, classiquement
E—-R

e Blar) =57 Omcerpars: { TR

e Dans E = M (n,R), ensemble des matrices orthogonales O (n,R) est fermé puisque
M (n,R) = M (n,R)
A— AtA
e Pour A C E non vide et € > 0, A = {z € E,d(z,A) < ¢} est fermé comme image
réciproque de [0,¢] par x — d(z,A) continue. On retrouve A fermé puisque A =
Neso0Ae fermé puisqu’intersection de fermés.

est un ouvert de E.

image réciproque du singleton (et donc fermé) {I,,} par f : {

Le théoréme fondamental des fonctions continues sur R qui dit que I'image d’un intervalle
fermé borné est un intervalle fermé borné a son (presque) équivalent :

Théoréme : Soit f continue de D C E vers F et C C D un compact, alors fz (C) est un compact

de F.

Preuve . Soit (y,) une suite de f4(C), il existe (z,,) € N telle que Vn >0, f (z,) =
Yn. C est compact donc (z,) admet une sous suite (z4(n)) convergente vers A € C. f
est continue en A donc la sous suite (Ya(n)) = (f (Za(n))) converge vers f(A) € fq(C).
fa(C) est donc bien un compact O

L’intérét de ce théoréme est énorme, entre autres les compacts de R étant les fermés
bornés, on en déduit le corollaire suivant :

Conséquence : Soit f continue de D C FE vers R et C' C D un compact, alors f est
bornée et atteint ses bornes sur C.

Exemple 22. Si C' est un compact non vide de E et A C E non vide, la continuité de
z — d(x,A) sur E permet d’affirmer 'existence de xo € C' tel que d (x¢,C) = d(C, A)

Prolongement par continuité

Le probléeme du prolongement est le suivant : Soit f une fonction définie sur un domaine
D C E, continue sur D, soit D' inclus dans D et tel que

Va € D', lim f (z)
r—ra

existe. Peut-on, en écrivant pour y € D’

f(y) = lim f ()

T—Y

prolonger f en une fonction continue sur D’. Prolongement signifiant bien siir que f, /D =
f

Le cas courant est celui ou D' = D U {a} . La réponse est immédiatement oui.

Proposition : f définie par

f(a:)z{ f(x)siz#a

lim y o f ()

est continue sur D U {a}.

Preuve . Ilsuffit de constater que, siz € D, da > 0 tel que ﬁm_a,z+a[np =f(a= @
par exemple), et si z = a

f(a) = lim £ (a) = lim f ()

T—a
#

et donc f continue en a. O
Mais le cas général, plus compliqué, est également vrai :
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Proposition : Si on pose pour y € D’

f(y) = lim f (x)

T—Y

alors f ainsi définie est continue sur D’ et prolonge f.

Preuve . La continuité de f assure que siy € D,
f(y)=lim f(z) = f (y)
T—Y

et f prolonge bien f. Montrons f continue. Soit y € D' et (y,) € D'N convergeant vers
y. Pour n donné, en a

f(yn) = lim f(.’ll')

T—Yn

donc il existe z, € D tel que ||f(a:n) - f(yn)” < 3= et ||z, — ynl| < 5. La suite (z,,)

2n
ainsi définie converge vers y puisque

lzn = yll < |z — ynll + llyn —yll = 0
donc (f (x,)) converge vers f (y). Or, de Hf (xn) — f(yn)H < 5=, on déduit que

£ (n) = F @) < | f (@n) = F )| + || £ (2n) = F )] = 0

soit (f (yn)) convergente vers f (y). f est donc continue en y et f € Co (D'). O
(d) Homéomorphismes

Définition : Soit f une application de A C E vers F, A' = f4(A), f sera dit étre un
[ est bijective

homéomorphisme de A vers A’ ssi ¢ f continue sur A
£~ continue sur A’

Les homéomorphismes d’un intervalle I de R vers un sous ensemble J de R sont les

applications strictement monotones continues. On a alors J intervalle de R.

Exemple 23. (important) Les translations t, et les homothéties de rapport A # 0 sont
des homéomorphismes de E vers E.

Deux ensembles homéomorphes ont des topologies identiques. Ainsi, dans R, R est
homéomorphe & tout intervalle ouvert (borné ou non), N est homéomorphe & tout sous
ensemble de R sans point d’accumulation (34), etc.

(e) Continuité uniforme
Définition : Soit f de D C E vers F, f sera dite uniformément continue sur D ssi

Ve > O,Ela > O,V.Z',y € D,”.Z’—y” <a= ”f(.'E) _f(y)” <e
Remarque : Une application f sera non uniformément continue ssi

EIEO >0,Va>0,§|m,y€D,||$—y|| <aet ||f($)_f(y)|| 2

En prenant a = %, on obtient que f est non uniformément continue ssi il existe deux

[|zn — yn|| convergente vers 0
[|f (x5) — f (yn)|| non convergente vers 0

™

suites (z,), (yn) de D telles que {

Exemple 24. E =R, f (z) = 22, on prend ,, = n,y, = n + %, on a bien

{||xn—yn||=%+ 0
If (2n) = F ()| =2+ & > 2#0

41 est dit point d’accumulation de A ssi z € A\ {x} i.e ssi z est limite d’une suite de points de A non stationnaire.
Un point de A qui n’est pas d’accumulation est dit isolé.

3
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Définition : Soit f de D C FE vers F, f sera dite lipschitzienne de rapport k > 0 ssi

Vz,y € D,||If (z) = f @l < k- llz =yl

Exemple 25. Les translations, les applications x — d(x, A) sont 1-lipschtziennes, les
homothéties sont lipschtziennes.

Proposition : Toute application lipschitzienne est uniformément continue, toute application
uniformément continue est continue.

€ .
Preuve . Si f est k lipschitzienne, pour £ > 0, prenons a = —, on a bien pour z,y € F

dés que [z —yl| < au||lf (@)= F W < kllz -yl < k. (k) < e. La continuité d’une

application uniformément continue est claire. O

Théoréme : (Heine) : Si f est continue de C' C E vers F avec C compact alors f est uniformément
continue.

Preuve . On a vu que si f non uniformément continue, il existe deux suites () , (Yn)
de C et g9 > 0 tels que

{ |Zn — yn|| convergente vers 0
n 2 0,(f (@n) = f(yn)ll Z2€0>0

Il existe (2q(n)) convergente vers z € C, la suite (yo(n)) admet de méme une sous suite
(Ya(s(n))) convergente vers y € C. Si y = o f, (Zy(m)) €t (yy(m)) convergent vers z
et y € C (*®). La convergence de (||z, — yx||) vers 0 donne x = y. Or comme Vn >
0,[|f (xn) = f (yn)ll > €0, on a également ||f (z) — f (y)[| > €o et donc z #y. O

2. Comparaison de fonctions en un point adhérent aux domaines

(a) Fonctions numériques

La encore, le but est de classer des fonctions qui dans la pratique seront des infiniment
petits ou des infiniment grands.
f(z)

Dans la pratique, si f, g sont deux fonctions & valeurs réelles, on étudie le rapport m

au voisinage de a € I :

(@) est borné, alors (f (z)) = O (g (x))
Si—m) —)0quandx—>aalor (f (z)) = o(g(z))
9 — 1 quand = — a alors (f (z)) ~ (g (z))

Cependant cela ne peut étre une définition générale puisque non valable si g (x) s’annule.

i@
9 ()

g (z) s’annule en écrivant f (z) = A (z) .g (z) a partir d’un certain rang. On obtient
Définition : Soit f(z) et g(z) deux fonctions réelles ou complexes. On dira que

La aussi, 1’idée consiste simplement & imposer l’existence d’un rapport

f(z)=0(g(x))
f( )=o0(g(z)) ssiilexiste un a > 0 et une fonction A (z) tels que
f (@) ~ (g(=))
est borné

Ve e€la—a,a+a[nNI, f(z) =A(z).g(zx) et A(z) — 0 quand z —> a
—1lquand z — a

351%existence de deux telles sous suites n’est pas immédiate & priori malgré la définition de la compacité, ainsi, si
z est valeur d’adhérence de (z,) et y valeur d’adhérence de (yn), en général z + y n’est pas valeur d’adhérence de
(ﬂ;n + yn)
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f(x) =0(g(x)) selit f(x) de lordre de g (x)

f(z)=0(g(x)) selit f(z) négligeable devant g (z)

f (@) ~ (g(x)) selit f(x) équivalent & g (x)

Remarque : Si f(z) se compare & g (z) alors Ja > 0,Vz € Ja—a,a+af,9(z) = 0=
f(z) = 0. On a l’équivalence g (z) = 0 & f(z) = 0 au voisinage de a si f (z) ~ g ()
On note qu’une conséquence directe de cela est

{ f(z)=0(0)
Proposition : f(z)=0(0) ssiilexistea>0,tel queVz€la—a,a+a[f(z)=0
f(x)~0

(36) On notera parfois f (z) < g(z) en a au lieu de f (z) =0 (g(x)) en a.

Remarque : Il n’est pas nécessaire de faire apparaitre la fonction A (z). On peut soit
f(z)
g (x)

o f(x) =0 (g(x))en a ssi il existe une constant K > 0 et un a > 0 tel que

utiliser le rapport si cela est possible, soit procéder comme suit :
Vz € la—a,a+al,|f(z)] < K.|g(z)| (i.e A(z) bornée)
o f(z) =o0(g(x)) en a ssi Ve >0, il existe un a > 0 tel que
Ve €la—a,a+af,|f (z)] <e.|g(z)| (i.e A(z) tend vers 0)

o f(x)~g(z)enassi (f(z)—g(x)) =o0(g(x)) en a et on procede comme ci-dessus.

On retrouve les mémes propriétés que pour les suites :

Proposition : La relation ~ est une relation d’équivalence. De fagon générale, on peut écrire le
tableau suivant, les comparaisons étant faites au voisinage de a :

et | f@~g(@) f@)=o(g(@) [(z)=0(g(x))

g9(z) ~ h(z) f@)~h(z)  f(z)=o(h(z)) f(z)=0(h(z))
g(@)=o(h(z)) | f(z) =0(h(zx) [(z)=o0(h(zx)) [(z)=o(h(z))
9(x)=0(h(2) | f(x) =0 (h(2)) f(z)=o0(h(z)) f(z)=0((z))

et

Proposition : Si f est une fonction et si [ € R, [ # 0 (important), alors

f(z) ~ lim (f (z)) =1

T—ra

puis

Proposition : Soit g (z) une fonction, une combinaison linéaire de fonctionss négligeables devant
g (x) en a (resp de méme ordre que g (x)) est négligeable en a devant g (z) (resp de méme ordre que
g(x)). Si f(z) ~g(x) en a et h(z) une fonction donnée, alors f (z) .h (z) ~ g (z) .h (x).

Preuve . Les démonstrations sont identiques & celles faites pour les suites. O

f(z) ~g(z)
On peut également noter 1’équivalence entre < f (z) — g (z) = 0(g(x))

o9
f(x) =g (x) =o(f(2))
(b) Notations de Landau (*7)
De méme que pour les suites, ces notations consistent & écrire f (z) = g(z) + o(g (z)

g
lorsque (f (z) —g(2)) = o(g(x)) et f(z) = h(z) + O(g(z)) lorsque (f (z) - h(z)) =

36 (est pour cela qu’on ne compare jamais une fonction  la fonction nulle.
37Dans ce paragraphe, pour ne pas alourdir les notations, on omettra de préciser que toutes les comparaisons se
font au voisinage d’un a € 1
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O (g (x)), en clair, on remplace une fonction (ici, f (z) — g (z)) que l'on sait négligeable
par o(g (z)) dans une expression contenant f (z). Il peut y avoir plusieurs o.

Comme pour les suites, les o et les O se manipulent comme des fonctions, ils ne se devinent
pas, ils se calculent avec les regles arithmétiques usuelles ainsi que celles énoncés ci-dessus.
On ne conserve que la partie significative lors des développements. La encore, lapplication
principale est la notion de développement limité.

Définition : On appelle échelle de comparaison la donnée d’une famille de fonctions non
nulles au voisinnages de a (*®) indexée sur un ensemble totalement ordonné I (en général
N mais cela peut étre Q ou R) vérifiant si

Exemple 26. Usuellement, on prend
e 71 ={(z —a)’,pe N} ou {%,p € N} pour les développements limités en a ou en
+00
o Fo = {(ma.lnB a:) ; (a,b) € R2}, R? est ordonné par I'ordre lexicographique, cela
donne les développements asymptotiques au voisinage de 0 ou +00

Comme pour les suites, on peut définir la notion de développement suivant une échelle

Définition : On appelle développement & p termes d’une fonction f () en a suivant une
échelle F = {f; (z),i € I} Iécriture

P , .

o(fi, (z)) développement faible
T) = ag.fi. (@) + 7 ,

f (=) l; k-fin (@) { O (fi 4, (z)) développement fort

avec i1 < iy < -+ < iy (resp < ipt1), les ay étant des réels (ou complexes) non nuls.

>h_. ak-fi, (z) est appelé partie principale du développement.

Remarque : La aussi, dans la pratique, il n’est pas facile de prévoir le nombre p de

termes d’un développement, dans ce cas, on fixe & priori la ”précision” en se donnant le

terme | © (fi, (z)) pour un deyeloppement faible

O (fi, (z)) pour un développement fort

Proposition : Le développement & p termes d’une fonction f (x) sur une échelle F est unique (au
terme O (f;,,, (z)) prés dans le cas d’un développement fort).

Preuve . Montrons le méme lemme préliminaire que pour les suites

Lemme : Si f (z) vérifie f (z) = o(f (z)) alors f (z) nulle au voisinage de a.

En effet, au voisinage de a, f(z) = (z).f (z) avec € (x) convergeant vers 0. Donc il
existe un a > 0 tel que

Vo € la—a,a+al,|e (@) <

DN | =

On peut écrire

|f (z)]
2

Vz €la—a,a+af,|f (z)] < et donc f(z) =0

Considérons maintenant

P (p) = ( Si 2):1 ak‘f’ik (SU) +o (fip (.’L')) = 11;21 a;c‘fik (.’IS') +o0 (fip (.’L'))

alors ap = aj et iy =i pourk=1---p

Montrons P (1), si a1.fi, (x) + o(fi, (x)) = ai.fi (x) + o (fiu (x)) alors ay.fi, (z) ~
ay.fi (z). Sid # i, on aurait mettons i1 < i et donc fi, () = o(fi ()) soit

38dans la pratique, a = 0 ou 400
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ay-fi (2) ~ a1-fi, () = o(fir (x)) et fi () nulle au voisinage de a ce qui est faux.
Donc 4y = i} puis a;, = a.

Supposons P (p) acquis, et supposons Zﬁg ak-fin (2) +0(fi, (x)) = Zﬁﬂ ay,-fi (z) +
o (f@-; (:U)), comme

p+1 p+1
kS (1) + 0 (fy (@) = 30 (fu () + 0 (fu () = 0 (fu (@)
k=2
et
p+1 p+1
> anfi (@) +o (£, @) =D 0 (fi @) +0(f, @) = 0 (fi, (@)
k=2

On en déduit ai1.f;, (%) + o(fi, (z)) = ay.fy (z) + o (fi’l (z)) puis iy = i} et a; = a}
(P (1)). De la, on tire

p+1 p+1

2 anfi @) +o0(fy () = 3wy @ (2)+o0(fy, (@)

et, en appliquant P (p), ar = aj, et iy, = i}, pour k = 1---p pour k = 2---p + 1 puis
Pp+1).

En remarquant qu’un développement fort est un développement faible, on en déduit la
proposition. O

La encore, ce résultat justifie les développements limités et asymptotiques d’une fonction
au voisinage d’un point. La théorie est sommaire mais leur utilisation nécessite une
habileté technique importante (3?)

Cas des fonctions & valeurs dans E. Comparaison avec une fonction réelle.

Comme pour les suites, le principe consiste en fait & comparer une fonction vectorielle
f (z) & une fonction réelle (en général positive) g (z) par 'intermédiaire de sa norme.

f(x) =0(g(x))
f(x) =0(g(2))

N Ilf (@)l = O (g9 (z)) : . . , .
dés que toujours au voisinage d’un point adhérent aux domaines
e {Ilf()II—O( (z)) (toujours au voisinage d'un p x

Définition : Soit f (x) & valeurs dans E et g () & valeurs dans R, on écriera {

des deux fonctions). Par abus, si f(x),g(z) sont & valeurs dans E, on pourra écrire
f(z) = o0(g(x)) en lieu et place et f (z) = o([lg (z)Il)

Cas des applications linéaires.

1. Généralités, caractérisation de la continuité

Théoréme : Soit E et F' deux K espaces vectoriels, f linéaire de E vers F, on a équivalence entre
les propositions suivantes :

e f continue

e f continue en

e f bornée sur un voisinage de 0
e f bornée sur B

e f Lipschitzienne

39toujours la méme remarque, faire des exercices!
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Preuve . De f(z,) — f(z) = f (xn — z) et Péquivalence limz, = z < lim (z, — ) =0, on
déduit 1’équivalence entre les deux premiers points

Si f bornée sur un voisinage de 0, il existe r > 0 et M > 0 telle que Vz € E,||z|| < r =
2M
I (z)|| € M, on a alors Vz € B, Hf || M et donc f bornée sur B par - La réciproque

est immédiate. Les troisieme et quatriéme points sont donc équivalents.

% < M et done ||f (2)|] < M.|l«]], f

est lipschitzienne. La réciproque est immédiate. Les quatrieme et cinquieéme points sont donc
équivalents.

Si f bornée sur B par M, on a Vz € E, non nul,

Si f lipschitzienne, f est continue. Les troisieme, quatrieme et cinquieme points entrainent
donc les deux premiers, cela peut se démontrer directement ; supposons f non continue en 0,
il existe une suite (x,) convergeant vers 0 et €9 > 0 tels que

2 0, 1f (zn)ll = €0

On en déduit entre autres 2, # 0 , soit (y,) = <|| ”) [lyn|l = 1 et donc (y,) € BN. Oron
TL

> 0.1 (um)l Hf (n nn)

f est donc non bornée sur B.

n—>_—’;oo +00
el n“

Il reste & montrer que f continue implique f bornée sur B. Supposons f non bornée,

_N . .
3(zn) € BN, Tim_|If (on)| = +o0

Posons (y,) = (%) ,ona

]- -
Yn|| € 75— de limite 0, hm Yn =0
W< Gt LS

Or
Vn > 0,]|f (yn)|| = 1 non convergeant vers 0

f est non continue en 0. O

Exemple 27. Les applications linéaires de E normé de dimension finie vers F' normé sont
continues. En effet, les normes sur E étant équivalente, soit Bg = (e1,---,ey,) une base de E
et || ||, g la norme associée. On a pour tout x € E

b

= Z zr-f (ex)
k=1

et donc
n

15 @lle <D lzel - [1f (ex)] (lef ek II> |0,

k=1
et f est bien lipschitzienne donc continue sur E.

Exemple 28. Prenons E = R[X] munie de ||} ;_ ar-X¥|| = max (|ax|,k=0---n) et les
applications f (P) = P',g(P) = X.P. On a f non continue car
Vo2 1L|f (XM =n—> 4+

On a
VP e R[X],[lg (P)|| =[Pl

donc g continue. On peut noter que g est méme une isométrie et néanmoins g non bijective.
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2. Triple norme, Espace Lk . (E, F)

Les applications linéaires continues forment un R ou C espace vectoriel. Il ne reste plus qu’a

le normer

& son tour :

Définition : Lx . (E,F) = {f € Lx (E,F), f continue} et, pour f € Lk (E, F), on définit
7l = sup |If ()]l
llzll<1

Proposition :

et

|| || définit une norme sur Lk, (E, F). On a pour f € Lk, (E, F),

£l = sup [If(2)l| = sup [If ()l

l=ll<1 ll]l<1

Ve e B, |If (@) < 171l

Preuve .

On vérifie bien que Vf € Lk (E,F),| f|| = 0, 'inégalité triangulaire et ||Af|| =

[A] . ||| découle des propriétés de la norme sur F. Si ||f|| =0, OnaVz € E, HLH < 1 donc

llz]l+1

si [|f]] =0, on a

x > S
f(W>:0etdoncf(m):0

|| || est donc bien une norme sur Lk . (E, F).

Montrons

le deuxieéme résultat. On a sup ||f (z)|| < sup ||f (z)]|. De plus, soit € > 0, on a
llzll<1 llzll<1

pour z € E avec ||z|| < 1

H a H < 1 et donc
1+e¢

T
(7)< o Mo

soit [|f (2)|| < (1 +¢€). sup [|f (2)]|.D’ou

et ’égalité. Soit alors £ € E, non nul. On a

llzll<1

Ve >0, sup [If (z)| < (1+e). sup [|f (<)l

llzll<1 llell<1

f (i) H < sup ||f (z)|| et le résultat. O
IE] Jle]l<1

Proposition :

On a

Vi 9 € Lic.c (B, F), YA p € K, |Af + pgll < [AIFIN+ 1l llgl

et
Vf€ Lk (E,F),Vg € Lk, (F,G),g0 f € Lk, (E,G) et [lgo fll < llgll . Il
De plus, la complétude de F entraine la complétude de Lk . (E, F)).
Théoréme : Si F est de Banach, Lk . (E, F) est de Banach.
Preuve . Soit (f,) une suite de Cauchy de Lk . (E, F) . Considérons z € E, la suite (f, (z))
vérifie

Vn,p 2 1, [|fn (2) = fp (@) < | fn = foll - ||]]

donc est de Cauchy. F' étant de Banach, cette suite converge vers une limite dépendant de x.
Notons f () cette limite.
f est linéaire, en effet, on a Vx,y € E,VA, u € K,

If Az +py) = Af (2) = pf W)l = lim |Ifo Az + py) = Afu (@) = pfa (y)l =0
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La suite (f,) étant de Cauchy, il en est de méme de la suite (||f.||) de Cauchy dans R donc
convergente donc bornée. Soit M un majorant de cette suite, on a

Vo € B, || fn (@) || < [[fall ll2]l < M. [l]|
d’ou
Ve € BIf @)l = Jim_ | ()] < M- e
et f continue. (*9) O

Tout cela peut s’appliquer aux formes linéaires. Cela nous donne la définition du dual topolo-
gique :

Définition : On appelle dual topologique de E 'espace L . (E, K) noté E' espace des formes
linéaires continues de E (*1).

Remarque : Si K = R ou C, E’ est un Banach d’apres le théoréme ci-dessus.

Dans la pratique, on retiendra surtout le lien entre les hyperplans fermés et les formes linéaires
continues :

Proposition : Soit f une forme linéaire, f est continue ssi 'hyperplan H = ker f est un fermé de
E.

Preuve . Si f € E', H image réciproque du fermé {0} par 'application continue f est bien
un fermé de E. Réciproquement, si f non continue, f non nulle et H # E, f (B) non bornée
et il existe une suite (y,) avec

20, llynll < Tet [If (yn)ll Zn+1

Montrons H = E. Soit x € E\H, f (z) # 0. Considérons la suite

z":$‘<fg3>“

OnaVn>0,f(z,) = f(z)— f(z) =0donc 2, € H, or
>0,||lzn — x| H( ) g‘f(x) — 0 quand n — +o0

D’ot z € H,H = E et donc H non fermé. O

3. Isomorphismes d’espaces normés
Définition : Soit f € L (E,F), f est un isomorphisme d’espaces normés entre E et F ssi
f est bijective

f est continue sur FE
f~! est continue sur F

Proposition : Soit f linéaire surjective de E vers F, f est un isomorphisme d’espaces normés de
E vers F' ssi
Ja, B> 0 tels que Vz € E, a. [lz]| < ||f (=) < B [|=]]

40,a réciproque de ce théoréme est vraie lorsque E est non réduit & 1’espace { 0

417 ’intérét de ce dual est d’étre, sous certaines hypothéses, une réplique de E. Intuitivement, un vecteur de E peut
se caractériser par son action sur E’ (i.e les résultats de f — f(z) pour f € E’). Cela est & la base de 1’analyse
fonctionnelle, mais sort du cadre du cours.
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Preuve . f est bien injective puisque f (z) = 0 = a.||z|| = 0 soit z nul.f est surjective par
hypothese. f est §-lipschitzienne donc continue. Si y € F, on a

o @I < ¢ @)l soit |5 W) < Il

et f~1 —-lipschitzienne donc continue. Réciproquement, si f est un isomorphisme d’espaces

normés entre F et F', on a
Vz € E,a.lz]| < ||f (@)]| < B [|=|]

des que B > ||f]| et a <
Il et o < €

Remarque : Dire que N ~ || || revient donc & dire que Idt est un isomorphisme d’espaces
normés entre (E,N) et (E,|| ||)

Proposition : Si f est un isomorphisme d’espaces normés, alors p (f) = ||f]| - H i 1“ 1. Cette
quantité est appelé conditionnement de f.

(*)
Preuve . fo f~! =Idt, de ||Idt| = 1, on déduit le résultat. O

4. Applications multilinéaires continues
Tout ce qui précede peut se généraliser aux applications multilinéaires (déterminant, produit
mixtes, etc)
E\,Es,---,E, et F sont n+1 espaces normés, on note || || leur norme et E =.[[}_, E; 'espace
produit.

Théoréme : Soit f multilinéaire de F; x Fs X --- x E, vers F, on a équivalence entre

e f continue sur FE
e f continue en (6,---,6)
e f bornée sur un voisinage de (6, 0

e f bornée sur B = {(z1,+,%,) € E,||(w1,+ -+, 7,)|| < 1}
° 3k 20,V (1, - 2n) € B, [|f (1, @a) [ < K- lz]] - - [|n]]

Preuve . (succinte) La démonstration est identique est & celle du théoréme sur les applica-
tions linéaires continues. On peut également procéder par récurrence sur n en remarquant que
f de Ey x E» vers F' est continue ssi
VY € El, f (.’L‘, ) € LK,c (EQ,F)
E, —» L E5 F .
¢: ! K.c (B2, F) est continue
r - f(z,)
O
On note Lk, (E1, Es,-- -, Ey; F) les applications multilinéaires continues de Ey x Ey x - - - x E,
vers F. On a des propriétés similaires au cas n = 1, notamment

Définition : Pour f multilinéaire continue de E; x FEy X --- x E, vers F, on pose

171l = sup {[If (@1, -, zn)ll; la ]l < 1, [lonl] < 1}
Théoréme : Lg,(Ei,Es,---,Ep; F) muni de || || définie ci-dessus est un K-espace vectoriel
normé, si F' est un Banach, Lk . (En, E»,-- -, E,; F) est également un Banach.

“2Le conditionnement intervient dans la propagation des erreurs lors de la résolution d’un systéme f(x) =
notamment dans le cas de la dimension finie et du calcul matriciel, entre autres, si A est symétrique p(A)
max {|A],A € Sp(A)}
min{|A, A € Sp(A)}

b
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2.3. Application aux fonctions numériques.

1. Fonctions numériques

Les fonctions numériques sont les fonctions d’un intervalle de R vers R. Rappelons le voca-
bulaire suivant :

Définition : Monotone : f est monotone si elle est croissante ou décroissante

Définition : Période : Pour f € RR, on définit
Ty={te RVze R, f(z+1t) = f(x)}
Ty est un sous groupe de R qui est de la forme

— {0}, f n’est pas périodique
- T.Z = {ﬁT, k€ Z}, f est dite T périodique, T est la période de f
— tel que Ty = R, exemple : f = 1q vérifie Ty = Q, f ne peut étre continue (Exercice, (prendre (t,) € T con

Définition : f est paire si f(—z) = f(z), impaire si f(—z) = —f (z), le domaine étant
symétrique par rapport a 0
Rappelons que toute fonction se décompose de facon unique en la somme d’une fonction paire
et d’une fonction impaire :

B I (z) = f@)+f(—=)
f - f + f’l Ve z 2 -z
(z) = fp (z) + fi (z) avec { fi (z) = He)=fo)

2. Continuité

Les fonctions numériques continues ont des propriétés spécifiques. La plus importante est le
théoréme des valeurs intermédiaires (dont la généralisation nécessite la notion de connexe).
Les conséquences fondamentales.

(a) Théoreme des valeurs intermédiaires.
Ce théoreme a plusieurs formulations bien entendu équivalentes.

Théoréme : Soit f € Cy (I), alors

Ve,y € I,[f (), f ()] C falz,y]

Soit encore

Vue[f (), f(y)],3z €[z,9], f (2) = u

soit encore I'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
(**)
Preuve . Siu= f(z) ou f(y), 2 =z ou y convient. Supposons donc

fz) <u<f(y)

et posons z =sup A avec A = {t € [z,y], f () <u}.

A # @& puisque = € A, et A est majoré par y donc z existe. Il existe une suite (t,) € AN
telle que (¢,) converge vers z. De f (t,) < u on déduit f (z) < u et, entre autres, z # y.

Posons
o= n.z+y

" n+1

4311 faut noter que le théoréme des valeurs intermédiaires n’a rien & voir avec ’unicité d’une solution 3 f (2) = u.
Cette unicité, assurée en général par des hypothéses de monotonie stricte, est un autre probleme.
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tl € [z,y] C [z;y] et ¢!, ¢ A donc f (&) > u soit, en passant & la limite f (z) > u et
f (2) = u. Le résultat est prouvé. O

Cela ne caractérise pas les fonctions continues, une fonction f définie sur I vérifie les
valeurs intermédiaires ssi

Vo,y € LYue[f (), f(y)], 3z €lz,9],f(2) =u

Les fonctions continues sur I vérifient les valeurs intermédiaires, mais on retrouve également
les dérivées de fonctions dérivables (voir ci-dessous), ou encore la fonction suivante :

. l .

qui n’est ni continue, ni une dérivée.
(b) Fonctions monotones. Caractérisation des homéomorphismes sur un intervalle

Les fonctions monotones, a I’image des suites monotones ont des propriétés remarquables.
Notamment

Proposition : Soit f monotone sur I intervalle, alors Va € I (y compris éventuellement 4o0),
lim,_,,- f (z) existe. De plus, si f croissante

lim f (2) = sup fa()—00,a[NI) = sup f (z)

r—a~ z<a

*4)
Preuve . Supposons f croissante, soit € > 0, soit Ja’ < a, f (a’) > sup, ., f () —€. On
a

Vz € ]a’,al,sup f (z) —e < f(a') < f (z) < sup f ()
z<a z<a
et donc lim,_,,- f(x) = sup,, f (x) =sup fg()—o0,a[NI). O
Les applications strictement monotones sur un intervalle sont en fait les homéomorphismes
sur cet intervalle.

N

Rappelons qu’un homéomorphisme de I — J est une bijection continue & réciproque
continue. On a donc :

Théoréme : Soit f € Cy (), f est un homéomorphisme de I intervalle vers J = f4(I) ssi f
strictement monotone.

La preuve se fait en plusieurs étapes en démontrant des lemmes utiles eux méme.
Lemme : Soit f € Cy (I), f injective ssi f est strictement monotone.

Preuve . 1l est clair que cela est une condition suffisante. Supposons qu’il existe a < b
tels que f (a) < f(b). Soit > b tel que f (z) < f (b), prenons

f(b) + max (f (a), f (z))
2

u =

u € [f (a), f (b)] donc admet un antécédent dans [a, b] distinct de b puisque u # f (b) .
u € [f (b)), f(z)] donc admet un antécédent dans [b, z] distinct de b puisque u # f (b).

u admet donc deux antécédents ce qui contredit f injective. Donc f(z) > f(b). On
montre de méme que si z < a alors f (z) < f (a) et si

z € Ja,b[, f(a) < f(x) <f(b)

(Finalement, sur trois points, f est monotone : Si a < b < c alors f (a) < f (b) < f (c)).

441 3 notion de limite de fonction s’étend au cas a = +o0o de la méme maniére que pour les suites.
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Considérons alors z,y € I avec z < y et gardons le couple a < b avec f (a) < f(b). En
considérant a, b et x, on déduit que f est croissante sur ces 3 points, siz < b, f (z) < f (b)
et si x > b alors f () > f(b). En considérant le triplet z,y, et b, comme f est croissante
sur le couple (z,b) est est croissante sur le couple z,y soit puisque z < y, f (z) < f (y).
f est strictement croissante. O

Lemme : Si f monotone sur intervalle I et si fq(I) est un intervalle J, alors f est
continue.

Preuve . Soit a € I, pour simplifier, prenons a non borne de I (le cas a borne de I se
traite de fagon identique). Il existe un ag > 0 tel que a — ag et a + ag appartiennent a I.
Soit € > 0, prenons

' =mine, |f (a+ ao) — f(a)],|f (a) — f (a — )|

On a f(a) £e' € fala— ap,a+ ag] du fait des valeurs intermédiaires puisque

fla) € €[f(a—ao), f(a+a)]

Donc il existe ai,as tels que f(a1) = f (a) +€' et f (a2) = f (a) — €', on a par monotonie
de f
a € [a1,a2],a # a1,as et Vz € [a1,az], f (z) € [f (a) — €', f (a) + €]

Soit si & = min (|a; — al, a2 — al)
Vo ellr—a <o = |f(2) - fa) <& <&
et f continue en a.

Plus simplement, si f croissante, une discontinuité en a indique par exemple que f¥ (a) =
lima;;g f(z)> f(a). On a alors

Vwehﬂ—wﬁLf@)gfw)<igt%ﬁﬁﬂ
et X

Ve € I0]a, +oo( (@) > £+ (a) > TOT @
Onadoncw¢fd(1)orw ?f(a)etpOurunbEIﬂ]a,_Foo(,w <
f (b) donc

IO ¢ (), £ 0)

, si fq(I) était un intervalle, on devrait avoir M € fa(I). On en déduit une
contradiction. f est donc continue. O

On est en mesure de prouver le théoréme de caractérisation des homéomorphismes sur
un intervalle.

Preuve . Soit f € Co (I) et J = fg(I). J est un intervalle.
Si f continue de I vers J = fq(I), f injective équivaut & f strictement monotone d’apres
le lemme ci-dessus. f injective sur I équivaut a f bijective de I vers J. Dans ce cas
f1 est strictement monotone de J vers I qui sont deux intervalles. Le lemme précédent
montre que f~! est continue. f est donc bien un homéomorphisme. O

(¢) Image d’un segment
Prenons un segment dans un intervalle I (éventuellement, ce segment peut étre I) et f
continue sur I. Ce segment est un intervalle, donc son image par f sera un intervalle.
Ce segment est également un fermé borné de R donc un compact. Son image par f sera
donc un compact autrement dit fermé et borné. Ce sera donc un intervalle fermé borné
donc un segment. On aboutit au théoreéme suivant, bien connu des Terminales

Théoréme : L’image d’un segment [a, b] par une fonction continue est un segment [c,d].




Cours d’Analyse Premieére année économie ENSAE page 65

3. Dérivabilité
Dans ce chapitre on considérera une fonction d’un intervalle I de R vers R. La notion de
dérivée s’étend bien slr au cas des fonctions & valeurs dans un espace normé E (souvent C ou
de dimension finie dans la pratique). Mais certaines propriétés sont spécifiques aux fonctions
réelles. Cela sera signalé au fur et & mesure.

(a) Taux d’accroissement, dérivée
Définition : Soit f définie sur I, pour a € I, on définit la fonction taux d’accroissement,

en a par
f(@)—f(a)
xT—a

Af, (.Z‘) =

Elle est définit sur I\ {a}.
Le taux d’accroissement a des propriétés arithmétiques simples :
— Linéarité : Si f, g sont définies sur I et si A\, u € R,

AAf+pg), =AAfa+ p.Agq
— Compatibilité avec le produit (dans une algebre) :
Afga(z) = Afa(z) g (a) + f (2) -Aga (z)

— Aspect symétrique : Af, (y) = Af, (z)
Définition : Soit f définie sur I, f est dit dérivable en a ssi lim,_,, Af, (x) existe.
Avec les notations de Landau, cela s’écrit f dérivable en a ssi il existe [ tel que

f(z) = f(a)

prn =1l+o0(1) soit f(z)=f(a)+l.(x—a)+o(z—a) ena

Autrement dit, f est dérivable en a ssi f admet un développement limité & 'ordre 1 en a
(5). Cela permet entre autre d’affirmer que si f dérivable en a, alors

f(z)=Ff(a)+0(1) ena

et donc f continue en a.

‘Proposition : [ dérivable en a implique f continue en a

Définition : Une fonction est dite dérivable sur I (ou D; (I)) ssi elle est dérivable en
tout point de I.
(b) Propriétés des dérivées

1

Une dérivée n’est pas forcement continue, ainsi si on prend f (z) = 2 sin (<

sur R, on a
)

f(x) =o0(z) en 0 donc f'(0) =0
f'(z)=2zsinl —coslsiz#0

et f' (z2=) = —1 = —1 # f'(0), f' non continue en 0. Mais une dérivée vérifie les valeurs
intermédiaires.

Proposition : Soit f dérivable sur I, z,y € T et u € ]f' (z), ' (y)[, il existe z € |z, y[ tel que
7'z =u.

Cette proposition sera démontrée plus tard (cf théoréme de Rolle).
La dérivation respect la linéarité, le produit et la composition :

Proposition : Si f, g dérivable en a (resp sur I), si A\, u € R, alors \.f + u.g dérivable en a (resp
sur I).

45Cela, s’arréte au niveau de 1’ordre 1, la fonction z3 sin - admet un développement limité d’ordre 2 en 0 est n’a

pas de dérivée seconde en ce point. Certain préfere dire différentiable en a pour ’existence d’un développement limité
d’ordre 1 en a, se rapprochant plutot de la définition de la différentiabilité d’une fonction a plusieurs variables.
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Preuve . Cela vient de I’égalité

AN +pg), = AAfa+ p.Aga

et des théorémes d’arithmétique des limites de fonctions. O

Proposition

: Si f,g dérivable en a (resp sur I), alors fg dérivable en a (resp sur I).

Preuve . La encore, la preuve vient de I’égalité

Afga(z) = Afa(x) .9 (a) + [ (2) .Aga (z)

En passant a la limite en a, & condition d’étre dans une algebre normée ce qui est toujours
le cas en dimension finie et notamment bien stir dans R ou C, on obtient fg dérivable et

O

(f9)' =fg+fg

(¢) Composition

La composition d’applications dérivables est compliquée, en fait nous distinguerons 3 cas.

i

Composition de f: ICR—>Ravecg: JCR = E.
C’est le théoreme de composition des dérivées usuel :

Proposition :

Soit f:ICR—>Retg:JCR— E avec f4(I) C J, f dérivableena € I et g

dérivable en b = f (a), alors g o f est dérivable en a de dérivée ¢' (b).f' (a) = f'(a).(g' o f) (a)

ii.

Preuve . Le plus simple est d’utiliser les développements limités en a : On peut
écrire

fla+h)=f(a)+ f'(a).h+o(h) enO
et

gb+h)=g(®)+4¢ (). +0(h) en0

Avec h' = f(a+ h) — f(a) = f'(a) .h + o(h), on obtient

g(fa+h)=g(®)+g ().f (a).h+o(h)+o(h)=g(b)+g'(b).f'(a).h+o(h)

et le résultat. O

Composée de f: I C R — E avec g : E — F linéaire.

Le résultat est simple lorsque g est continue ce qui est toujours le cas si E de
dimension finie (cas courant).

Proposition :

Soit f: I C R — E et g:E — F linéaire continue, on suppose f dérivable en

a € I (resp sur I), alors g o f est dérivable en a (resp sur I) et (go f) =go (f').

Preuve . Si g est linéaire, alors g est K lipschitzienne pour un K > 0, et donc si
€ (h) = o(h) & valeurs dans E, on peut écrire

llg (e (M)l < K- [le (Rl

soit g (e (h)) = O (¢ (h)) soit un o(h). En résumé, g (o(h)) = o(h). On peut donc
écrire

goflat+h)=g(f(a)+f (a).-h+o(h)=gof(a)+g(f (a)-h+o(h)

et le résultat en découle. O
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iii. Composée de f: I C R — C avec g:J C C — C particuliere.

L’idée est de pouvoir dériver comme dans R des fonctions & valeurs complexes
construites sur les fractions rationnelles et I’exponentielle (ce qui regroupe la plu-
part des fonctions usuelles). Le résultat s’obtient de proche en proche, le but étant
d’obtenir le résultat suivant :

Sif:ICR—>Cetg:JCC— C avec f dérivable sur I, alors g o f dérivable sur
I et

(go f) =(g'of).f

avec g parmi une classe de fonctions.

Proposition :

Le résultat est vrai lorsque g est un polynome.

Preuve . Prenons g(z) =z2"alorsgof(t)=f ()" = f({).f(t)---; f(t) n fois. Le
résultat découle de la dérivation d’un produit de deux fonctions dérivables dans une
algébre normée (récurrence sur n). La linéarité de la dérivation permet d’étendre le
résultat aux combinaisons linéaires de mondmes i.e aux polynémes. O

Proposition :

Le résultat est vrai lorsque g est une fraction rationnelle.

Preuve . Compte tenu de ce qui précede et de la dérivation d’un produit, il suffit

de prouver le résultat pour g(z) = —. Or on a
z

1 1 ., f'(a) _ fla).(f(a) = f(a+h))+hf(a)f(ath)

fl@a+h) fla) " f(a)? fla+h).f(a)?
soit

L1, f@) M @F @ o) thf @ f @t o
fla+h) fla) " f(a) f@)’ +o(1)
et donc% dérivable en a de dérivée

@ -1
@ TGy

ce qui prouve le résultat. O

Proposition :

Le résultat est vrai pour g (z) = exp (2) ‘

Preuve . Rappelons que, en dimension finie, une fonction a une limite en a ssi
ses coordonnées ont une limite en a. Donc une fonction & valeur complexe f (t) =
a(t) +14.b(t) avec a = Re f et b = im f est dérivable ssi a et b le sont, on a de plus
dans ce cas f' (t) = a' (t) +i.b' (¢).

Posons donc f (t) = a(t) +4.b (t) dérivable, on a

exp f (t) = exp (a (t) +i.b (t)) = e*® . cos.b () + i.e*® .sin .b (t)
donc expof dérivable et

(exp f) ( ) "(t) . (e*®.cos.b(t) +i.e®® . sin.b(t))

=a
(t) . (e*®. (—sin) .b (t) +i.e®®.cos.b(t))
soit

(exp f)' (t) = (@' (t) +4.b' (t)). (ea(“. cos.b (t) +i.e®® sin.b (t)) = f'(t).exp f (t)

et le résultat. O
Ces trois propositions permettent de dériver simplement les expressions usuelles.
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iv. Difféomorphisme
Soit f un homéomorphisme de I vers J, et a € I. Posons b = f (a), on peut écrire

que
) —a _ 1
y=b Afa (f71 ()

On en déduit que si f dérivable en a, f~! sera dérivable en b ssi f'(a) # 0. On
obtient donc le résultat suivant :

Afy ' (y) =

Proposition : Soit f homéomorphisme de I vers J, et a € I, f~! sera dérivable en b = f (a) ssi

f'(a) #0, de plus
1 1

[ ()
Cela permettra de caractériser les difféomorphismes, autrement dit les bijections
continues dérivables & réciproques continues dérivables. Cela sera détaillé plus loin.

()

(d) Théoréme de Rolle, accroissements finis (spécifique & R)
Une utilisation principale des dérivées est ’étude des fonctions numériques. Tout cela
repose sur le théoreme des accroissements finis qui lui méme découle de ’étude des extrema
intérieurs d’une fonction.

i. Extremum intérieur d’une fonction.
Un extremum intérieur ot la fonction est dérivable admet une dérivée nulle :
Lemme : Soit f une fonction de I C R vers R, a intérieur & I et tel que f (a)
extremum. Si f dérivable en a alors f’ (a) = 0.

Preuve . Il suffit pour cela de remarquer que la fonction x — Af, (x) change de
signe en a (puisque a intérieur & I, cela a un sens), et donc, si lim,_,, A f, (x) existe,
autrement dit si f dérivable en a, alors cette limite, soit f' (a) est nulle. O

11 suffit maintenant de trouver des criteres assurant ’existence d’un tel extremum :

Proposition : Si f est continue sur [a,b] avec f (a) = f (b) alors f admet un extremum intérieur.‘

Preuve . On a vu que fq[a,b] est un segment [m, M]. Soit m, soit M est distinct
de f(a) = f(b). Mettons M. 1l existe donc ¢ € ]a, b[ tel que f (c) = M. Ce point ¢
convient. O

La réunion de ces deux résultats donne le théoréme suivant connu sous le nom de
théoréme de Rolle (1°) :

Théoréme : Soit f continue sur [a,b] dérivable sur ]a,b[ et telle que f (a) = f (b) alors il existe
¢ € ]a, b tel que f' (¢) = 0.
Notons que on peut trouver d’autres criteres d’existence d’extremum intérieur. Ainsi

Proposition : Soit f € Dy [a,b] avec f' (a).f' (b) < 0 alors il existe ¢ € ]a, b[ extremum intérieur
de f et donc tel que f'(c) = 0.

Preuve . Supposons f'(a) > 0, on a donc f'(b) < 0. Donc, sur un intervalle
[a,a + @], on a
Afy (x) > 0soit f(z) > f(a)

et sur un intervalle [b — a, ], on a
Afy (x) <0 soit f(x) > f(b)

On en déduit que le maximum de f sur [a,b] n’est ni en a, ni en b. Ce maximum est
intérieur et le résultat en découle. O

46 Ce théoréme ne prouve pas I’existence d’un extremum intérieur mais, au contraire, découle de ’existence d’un tel
extremum.
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ii. Conséquences
En modifiant une fonction & ’aide d’une fonction affine, ces propositions permettent
d’obtenir des résultats classiques et importants :

Théoréme : (Accroissements finis) Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b], il existe ¢ € ]a, b]

tel aue F0) f(a)
f'(c)=ﬁ=Afa(b)

Preuve . On applique le théoreme de Rolle a

g@) =1 @) - TOTD,

g vérifie bien g (a) = g (b) et g continue sur [a,b] et dérivable sur Ja, b[. Or

9'(©) =0 f'(c) = Afa (b)

On en déduit le résultat. O
Remarquons qu’on peut également obtenir la proposition citée plus haut disant
qu’une dérivée vérifie les valeurs intermédiaires

Proposition : Soit f dérivable sur I, z,y € I et u € [f'(z), f' (y)[, il existe z € ]z, y[ tel que
1) = u.

Preuve . Posons g(t) = f(t) —u.t, g € D (I) et ¢’ (x).9' (y) < 0, donc il existe
z € |z, y[ tel que ¢’ (2) = 0 soit f' (2) =u. O

Le théoreéme des accroissements finis, se résumant & tout taux d’accroissement est
une dérivée (lorsque la fonction est dérivable) permet 'utilisation du signe de cette
dérivée pour I’étude de la fonction :

Proposition : Soit f dérivable sur I alors

— f' positive sur I < f croissante
— f' nulle sur I < f constante
— f' positive non nulle sur un segment < f strictement croissante

On peut remarquer que les accroissements finis sont faux pour les fonctions & valeurs
non numériques :

Exemple 29. Prenons f (z) = exp (iz), on a f (27) — f (0) =0 et f' (x) = i. exp (iz)
jamais nul. On ne peut donc avoir

Afo (27) = 27.f' (c) pour un ¢

Les accroissements finis permettent également d’obtenir un théoreme de prolonge-
ment des dérivées (7).

Théoréme : Soit f de continue & valeurs dans R, et dérivable sur I et a € I\ I, on suppose que

lim f(z) =1 et lim ' (z) =1 € [—00,+00]

T—ra

alors f prolongé par continuité en a par f(a) = [ est dérivable en a ssi I' # +o00, la dérivée f' est
alors continue en a.

47Théoréme mal nommsé car, en toute rigueur, on constate qu’une fonction est dérivable en un point oi1 elle a été
prolongée, on ne prolonge pas sa dérivée en ce point.
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Preuve . D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe y € Ja, z[ tel que

Afa(z) = f'(y)

on a donc Af, (z) =1I' + 0(1) et f est dérivable en a ssi I' # +oo et dans ce cas
fa)=1.
De limx;a f'(z) = f'(a), on put conclure & la continuité de f' en a (d’ott le nom du

TFa
théoreme). O
Ce théoreme, donné pour des fonctions a valeurs réelles, s’étend immédiatement aux
fonctions & valeurs dans un espace normé de dimension finie.

4. Dérivées d’ordre supérieur

(a) Définition, propriétés

Dans ce chapitre, f peut étre & valeurs dans un espace normé.

Définition : Soit f de I C R vers E, de classe D; sur I (autrement dit dérivable sur I),
pour n > 2, f est dite de classe D, sur I, soit dérivable n fois sur I, ssi sa dérivée f’ est
de classe D,, 1 sur I soit dérivable n — 1 fois. On pose alors

£ = (f<n71))' et fO = '

Définition : Pour n > 1, f est dite de classe C,, sur I ssi f € D, (I) et f(™ € Cy (I)
autrement dit ssi f(") existe et est continue sur 1.

Définition : f est dite Coo (I) ssiVn € N, f € D, (I)

Proposition :

Pour n > 1, les ensembles des fonctions de classe Dy, (I) ou de classe Cy, (I) &

valeurs dans E sont des sous-espaces vectoriels de Cy (I), on a de plus

Co

(DDOD1(I)>Ci(I)D-DDp(I)DCL(I) D Dyy1 (I) DD Coo (1)

Les inclusions sont strictes.

Preuve . Cela résulte de la linéarité de la dérivation et de l'existence de fonctions

dérivables non C; (par exemple z?sin

1

T

et continue non dérivable |z|). Voir le cours

d’intégration. O

Le méme argument de linéarité permet d’affirmer

Proposition :

Soit f,g € D,, (I) ou Cy, (I) et A\,u € R ou C alors Af + pug € Dy, (I) ou C, (I) et

(Af + 1g)™ =A™ + g™

De méme

Proposition

: (Leibnitz) Soit f,g € D, (I) ou Cy, (I) & valeurs dans une algebre normée, alors fg

est D, (I) ou Cy, (I) et

(fg)(n) - Z Ck pk) g(n=k)

k=0

Preuve . Cela se fait par récurrence sur n. Le résultat est acquis pour n = 0 ou 1.
Supposons le acquis pour n, on a si f,g € D,1 (1) ou Cpyq (1),

(f9)' = f'g+ fg' de classe Dy, (I)

et donc fg € D,y et

n n n+1
(fg)("+1) — Z C,’if(“l)g("_k) + Z Cﬁf(k)g(nﬂ—k) — Z Cﬁﬂf(k)g(nﬂ—k)
k=0 k=0 k=0
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(égalité du triangle de Pascal CXT] = C¥ 4+ C*+1). Le résultat en découle. O
On obtient un résultat analogue sur la composition :

Proposition : Soit f:ICR —>Retg:J CR — E avec fq(I) C J, f de classe D,, ou C, sur I
et g de classe D,, ou C,, sur J, alors g o f est de classe D,, ou C,, sur I.

Preuve . Cela a été prouvé pour n = 1. Supposons le résultat acquis pour n > 1.
Soit f de classe Dy41 ou Cpqq sur I et g de classe Dy 1 ou Cpy1 sur J, alors g o f est

dérivable sur I et
(gof) =(gof).f

de classe D,, ou C,, d’apres 'hypothese de récurrence et ce qui précede. On en déduit le
résultat. O

On peut également définir et caractériser les C,,-difféomorphismes :

Définition : On appelle C,, difféomorphisme de I vers J un homéomorphisme de classe
C,, sur I dont la réciproque est de classe C, sur J.

On obtient

Proposition : Soit f un homéomorphisme de classe Cp, (I), f est un C, difféomorphisme ssi la
dérivée f' ne s’annule jamais sur I.

Preuve . On a vu que f~! dérivable ssi f' non nul et que dans ce cas

—1 I_ ].
(f ) - f’of—l
Cela prouve le résultat pour n = 1. Supposons le acquis pour n, et soit f de classe C), 1,
on a
-1 I_ ].
(f ) _f/of—lecn(I)

d’apres les théoréme précédents et le fait que £ — L € Cus ]0, +00( ou )—oo, 0 ainsi que
f' € Cn (I). On en déduit le résultat pour n + 1 et par récurrence pour tout n. O
Dans les propositions précédentes, on peut noter que le calcul explicite de la dérivée n®™e
de la dérivée n’est faisable facilement que pour la combinaison linéaire et le produit. La
méthode classique pour montrer qu’une fonction est de classe C, est de montrer que f
de classe C), implique f de classe Cj,41.-

Il ne reste plus qu’a généraliser le théoreme dit de prolongement des dérivées :

Théoréme : Soit f € Cy, (I) & valeurs numériques et a € I'\ I, on suppose que

alors f s’étend en a avec f (a) = Iy en une fonction de classe C,, sur ITU{a} . On a de plus f*) (a) = I,
pour k=0---n.

Preuve . Cela se prouve par récurrence sur n. le théoreme a déja été vu pour n = 0 et
n = 1. Supposons le résultat acquis pour n et soit f € Cpy1 (I) telle que

Vke{O,---,n+1},lgnf(k)(x)=lk

f étendu & I'U {a} par f(a) = lg est Cy sur I U {a} et f'(a) = l;. En appliquant le
résultat acquis pour n & f’, on obtient f’ de classe C,, sur I U {a} et f'® (a) = Iy, soit
FE (@) = lpyy. O

La encore, ce résultat s’étend aux fonctions & valeurs dans E de dimension finie, il suffit
de raisonner coordonnée a coordonnée.

(b) Formule de Taylor
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i. Lemme préliminaire, généralisation du théoréeme de Rolle
Le théoreme de Rolle affirme qu’une fonction s’annulant deux fois a une dérivée qui
s’annule une fois. Cela se généralise de la facon suivante :
Définition : Soit f € C,, (I) et a € I'; a est dit zéro de multiplicité p de f deés que

f@=f(a)=--=fP"PY@)=0

On note que a zéro de multiplicité p de f est un zéro de multiplicité p—1 de f’ si on
prend comme convention qu’un zéro d’ordre 0 n’est pas un zéro (!).

Compter les zéros d’une fonction se fait en général en les comptant avec leur ordre.
Ce dernier est souvent minoré sans étre connu avec précision. On peut aussi noté
Pexistence de zéro d’ordre infini :

Exemple 30. Pour f (z) = e_m%, on a f(" (z) — 0 quand z tend vers 0 et donc
£ (0) = 0 pour tout n € N. 0 est donc un zéro d’ordre infini de f.

Le théoreme de Rolle se généralise comme suit

Proposition : Soit f de classe C, (I) s’annulant p fois, alors pour k < min (n,p), f*) s’annule
p — k fois sur I. De plus, si f admet au moins deux zéros distincts, pour k < min (n, p),k # p, f*)

(o)
s’annule au moins une fois sur J .

Preuve . Si f n’a qu’un seul zéro de multiplicité p, alors par définition,

fl@=f@=--=f"@=0
et a est zéro d’ordre p — k de .
Supposons que f a plusieurs zéros a; d’ordre aq,---,a, d’ordre oy avec a1 < as <
---<ag,ona
q

> ar=p

k=1
On aas,---,ap zéros d’ordre a1 — 1,---,a, — 1 de f'. De plus, le théoreme de Rolle

appliqué & chaque intervalle [a, ag41] pour £ =1---¢ — 1 permet d’écrire
by € lag, aga[, f' (bk) =0

by, est donc un zéro de f', d’ordre (au moins) 1 et intérieur & I. On a donc trouvé

q

q
-1 +p-1=) ay—1=p-1

k=1 k=1

zéros de f' dont un au moins intérieur & I. En itérant le procédé, on obtient le
résultat pour f*) k=1,---,min(n,p). O
Ce résultat est a la base de nombreux théorémes notamment dans ’approximation
de fonctions.

ii. Principe
L’idée est d’approcher une fonction f par un polynéme P de degré inférieur ou égal a
n—1 tel que la fonction f— P ait n zéros comptés avec leur ordre. On peut remarquer
que lorsque f est un polynome de degré n — 1, on a dans ce cas f = P. Cela est un
cas particulier de la proposition suivante, particulierement utile :

Proposition : Soit f € C,, (I), P un polynoéme de degré inférieur ou égal a n — 1 tel que f — P
ait n zéros (comptés avec leur ordre) a; d’ordre a1, - -, a, d’ordre ag4, alors

Vo el 3 _ W) 1 e
,3y € I tel que f (z) — P (z) = T H (x — a;)
’ k=1
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Preuve . On a donc ) {_,a; = n. Le résultat est clair si « figure parmi les a;.
Supposons donc x # a; et posons

_ @ -P@
A= !.Hi:1 @—a)™

et soit

S

g)=f({)—-P()—

3

q
T = an)™
T k=1

Par construction, g(z) = 0, de plus, a; est un zéro d’ordre «; de f — P et de
[Ti_, (X —a;)* donc de g. g admet donc Y- 4_ a; +1 = n+ 1 zéros sur I, donc
g™ admet un zéro sur T et il existe y € I tel que

9™ (y) =0

soit
f(n) (y) —0— A =0 soit f(") (y)=A

Le résultat est prouvé. O

iii. Série de Taylor, Formules de Taylor
La série de Taylor d’ordre n d’une fonction f en a est 'unique polynéme de degré n
tel que a soit zéro d’ordre n+ 1 de f — P. On a donc
Définition : Soit f € D, (I) (en fait D,—; (I) et dérivable n fois en a suffit), la série
de Taylor de f en a d’ordre n est

L
Su(Po@) =3 T o -
k=0 )

On obtient immédiatement
TP r(k+p)
50y (17) @ =3 7D ) = (52 (1)) (@)
k=0

En appliquant ce qui préceéde & f sur un intervalle [a,b], on obtient lorsque f est
dérivable n + 1 fois le résultat suivant :

Proposition : (Formule de Taylor Lagrange), soit f € D,41 (I), a,b € I avec a # b, alors il existe
¢ € ]a, b[ tel que
F ) (e)

(n m 1)' . (b _ a)n—i-l

f(0) = 5n(f), (b) =

Preuve . Cela résulte directement de la proposition démontrée dans le paragraphe
précédent en remarquant que f — S, (f), admet a comme zéro d’ordre n 4 1. O
Cette formule s’écrit en général comme

n (k) (n+1)
Soit h € R,30 €10,1[, f (a + h) :kak‘(a)_ k W

k=0

hn+1

On peut noter que lorsque f("*1) est bornée, par exemple lorsque f € Cy11 (I), alors

£ (q + 6.h)

mrnr M =00 =o(hn)

Cela en fait est vrai dés que f € D,_; (I) et f(™ (a) existe. C’est la formule de
Taylor Young :
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Théoréme : (Taylor Young) Soit f € D,_; (I) tel que f(™ (a) existe, alors f admet un
développement limité & I'ordre n en a. Celui ci est donné par

fla+h)= i%.hk +o(h™)
k=0 )

Preuve . Soit h € R, h # 0. Plagons nous sur [a,a + h] et soit

fla+h)—Yrot L8 p

A=nl k!
n o

La fonction )
_ /W@, A,
gW)=fla+t)=) gttt

n!
k=0

admet h comme zéro d’ordre 1 et 0 comme zéro d’ordre n. Donc sa dérivée (n — 1)éme
s’annule au moins une fois sur )0, A[. Donc il existe h' € 0, h[ tel que

g™V (') = 0 soit fD (a+ 1) — fD (a) — AR =0

On a donc
30 €]0,h[,A=AfF""Y (a+h)

Si f(™ (a) existe, comme |h'| < |h|, on aura AfmY (a+h') = f™ (a) + o(1) soit
enfin

fla+h)= Ti FO@ ey (w) = iw.hk +o(h™)

k! n! k!
k=0 k=0

Le résultat est prouvé. O

1l est important de noter que la formule de Taylor Young (qui se résume en lexis-
tence d’un développement limité) est une comparaison de fonctions et non un égalité
algébrique. On ne peut donc obtenir une inégalité, majoration etc & partir de
cette formule. Pour obtenir une telle inégalité, il faut utiliser la formule de Taylor
Lagrange qui, elle, est une égalité algébrique entre réels.

Exemple 31. On veut obtenir Iinégalité pour z € [0, 7]

. z?
sinx € |x — F,x

. 3 Lo . 3 .
Desinz = z — % + o (z*), on obtient juste que sinz — x ~ —% donc sinz —z < 0
pour z proche de 0 sans que I'on puisse mieux préciser. Il nous faut donc écrire

1 , siny 4

\7’336[O,W],Elye[O,$],s1n$:$—6.x + 51 ¢

Desiny € [0,1] pour y € [0, 7], on déduit 'inégalité demandée pour tout z € [0, 7] .
5. Fonctions convexes

(a) Définition des fonctions convexes
Rappelons qu’un convexe est un ensemble C' tel que si z,y € C, alors

[,y ={z+t.(y—x),t€[0,1]} CC
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De tels ensembles sont stables par intersection. Tout barycentre positif d’éléments d’un
convexe est dans ce convexe.

E est un E.V.N, f est une application d’un convexe C' de E vers R.
Définition : f est dite convexe si et seulement si

Ve,y e C,Vt € [0,1], f(tx+(1—-t).y) <t.f(x)+ (1 —-1).f(y)

f est concave si —f est convexe. f est strictement convexe si 1’égalité n’a lieu que pour
t=0oul.

Proposition : f est convexe si et seulement si ’ensemble {(z, f (z)),z € C} noté epi (f) (epigraphe
de f) est une partie convexe de E x R.

Preuve . Si f est convexe, soit (z,r) et (y, s) appartenant & epi (f) . Soit A € [0,1]. On
a
Alz,r)+1 =N .(y,9)=Az+ Q1 =Ny,Ar+(1—=X)s)

Or

fAz+1=Ny) <Af@)+A-N.FH) <Ar+(1-N)s
On en déduit (Az + (1 —A)y,Ar+ (1 —X)s) € epi(f). Réciproquement, si epi (f) est
convexe, considérons z,y € C et t € [0,1], on a t.(z, f (z)) + (1 —t).(y, f (v)) € epi (f)

d’ou
(tx+(1—1t)y; t.f(x)+ (1 —1).f(y)) € epi(f)
et
fz+(1-t)y) <t.f(@)+(1-1).f(y)
O

En écrivant que

1 L 1 L 1 P
. E o T, = ————. 1.2 E Q. - E Q;.2;
4 la. i- L 041—}—22):2(11' ( 1 1+i:2 1 p 2a. 1=l

=17 =1 =27 =

on déduit qu’un barycentre positif (i.e & poids positifs) peut s’obtenir par calculs suc-
cessifs de barycentres psotifs de deux points. Or la définition d’une fonction convexe
s’interpréte en disant que I'image du barycentre positif de deux points est inférieure au
barycentre positif (avec méme poids) de 'images des deux points. On en déduit le résultat
particulierement important suivant :

Proposition : Si f est convexe de C vers R, si z1,---,2, € C et aq,---,ap sont p réels positifs,
alors 'image du barycentre des (z;, @;) est inférieure au barycentre des (f (z;),q;) . i.e

1 “ 1 “
f pi-zai'mi < pi'zal"f (zi)
=1%o =1%o

1=

Exemple 32. Prenons par exemple f (z) = t*. On verra plus loin que si a > 1, cette
fonction est convexe sur [0, +oo( . Considérons n réels positifs a1, - - -, ap et soit p > g > 0,
ona§>1etdonc

soit

S
S|=
(]
S
SoQ
N—
Q=
N
N
S|=
[]=
s}
Ry
N—
Y
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1
(L3 h_1al)? est la moyenne d’ordre p des ay,---,an. p =1 correspond & la moyenne
arithmétique, p = 2 & la moyenne quadratique (*®). On vient de prouver la croissance de

ces moyennes en fonction de p.

(b) Opérations sur les fonctions convexes
Peu d’opérations sont possibles avec les fonctions convexes. Essentiellement :

Proposition : Si fi,--, f, sont p fonctions convexes sur C alors

g =sup (fi, -, fp) est convexe sur C

et si oy, -+, sont des réels positifs alors Y 5_| a;.f; est convexe sur C

Preuve . La premiere affirmation vient de

epi (9) = Ni_,epi (f;)

convexe car intersection de convexes. La deuxiéme affirmation est claire. O
L’intérét des fonctions convexes réside dans I’étude de leurs extrema et dans leur régularité :
(¢) Extremum des fonctions convexes

Comme pour tout z d’un segment [a, b] , f () est inférieur & un barycentre positif de f (a)
et f(b),on a f(z) <maxf (a),f(b).On en déduit les résultats suivants :

Proposition : Si f est convexe sur C, si a €R, f ! ()—o00,a]) et f1 ()—o0,a[) sont des convexes.

Entre autres f,! { ingJ f (SL')} est un convexe (éventuellement vide).
zE

Proposition : Si f est convexe sur C, on a ’équivalence

2 minimum local < 2z minimum global

Preuve . Le sens réciproque est évident. Supposons donc £ minimum local, 3r > 0,z
minimum de f sur B (z,r) N C. Soit y € C, 3t € 10,1[,tx + (1 —t)y € B (z,r) . Pour ce
t,on a
fl@)<flz+A-t)y) <tf(z)+(1-1).f(y)
d’ou f (y) > f (x) et x minimum global de f. O
(d) Régularité des fonctions convexes sur un intervalle

La convexité impose une grande régularité; continuité, différentiabilité sont obtenues au
prix de peu d’hypotheses. Ces résultats, délicats, s’obtiennent simplement dans un cadre
réel en étudiant le taux d’accroissement :

Définition : Si f est une fonction de I C R vers R, on définit pour = € I la fonction
taux d’accroissement A f, par

DNz} - R
Af””'{ y o AL =1

Rappelons que A f, (y) = Af, (x) représente la pente de la corde liant les points (z, f (z))
et (y, f ()

Proposition : Soit f une fonction de I C R vers R, f est convexe si et seulement si pour tout x
de I la fonction Af, est croissante sur I\ {z}.

48cela s’étend 4 R avec p = 0 moyenne géométrique, p = —1 moyenne harmonique, p = 400 correspond au
maximum des a;, p = —00 au minimum.
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On déduit de cela un résultat de régularité de f incluant entre autres la continuité de f
sur I.

Théoréme : Soit f une fonction convexe de I C R vers R alors f est continue sur 'intérieur de I

[e]
et admet en tout point de cet intérieur une dérivée a droite et a gauche. Si z,y,z €] avec z < y < 2,
on a

fi(@) <Afe (y) < fy () < fi(y) SAfy (2) < £y (2)

[e]
On pourrait avec ce théoreme montrer qu’une fonction convexe est dérivable sur J sauf
en un nombre au plus dénombrable de points. Lorsque l'on sait f dérivable sur I, la
caractérisation de la convexité de f est simple :

Théoréme : Soit f une fonction de I C R vers R :

Si f € Dy (I), f convexe< f' croissante
Si feDy(I), fconvexe & f7 >0

La croissante de f’ lorsqu’elle existe implique sa continuité.

‘Proposition : f convexe et dérivable sur I implique f’ continue sur I.

(e) Généralisation.
Une partie des résultats précédents se généralisent aux fonctions convexes en général :

Théoréme : Soit f convexe sur C' ouvert, on a ’équivalence

f continue < 30 ouvert de C' tel que f majorée sur O

(**)
Preuve . Sens direct : Si f est non majorée sur tout ouvert de C, entre autres, f est
non majorée sur les voisinages des points de C' donc non continue.

Sens réciproque : Il existe un ouvert de C ou f majorée. Si z¢ est un point de cet ouvert,
M > 0,3ro >0,Vy e E,|ly—xzo|| <ro=>y€Cet fly) <M

Soit x € C, montrons 3r, > 0 tel que f majorée sur B (z,7;). Si * = xg, le probleme est
résolu. Sinon, C' est ouvert donc

de > 0,B(z,e) C C

L’idée consiste a prendre comme boule centrée sur x une boule obtenue par homothétie
de B (xg,70). Le centre de cette homothétie doit étre dans C et sur laxe (z,xo). Soit
donc y avec

[
ly — zl| = 3’ Y € Dyg,z—zg

D’ou c
=+ —F—F.(T—2
N P )
On a .
r=y+ (w0 —y) = hy, (z0)

491 ’exemple
lsiz=0o0ul

f(“”):{ 0sizelo, 1]

montre que cette hypothése est nécessaire.



Cours d’Analyse Premieére année économie ENSAE page 78

ou A = 0,1[, hy,x désignant I’homothétie de centre y de rapport A.

S (5o zal) © |
L’image de la boule B (zg,71) par hy x est la boule B (z, Ar). Prenons

. €
r1 = min (ro, ﬂ) et rp, = Arp
On a
hy (B (z9,m)) = B(z,1;) et f majorée sur B (xg,71) par M
Soit w € B (z,71;) ,32 € B (20,71) ,u = hy,» (2) soit
u=y+A(z—y)=1-Ny+ Az

D’ou
flu) <A=XNFy)+AM
et f majorée sur B (z,7;) .
Notons M, un majorant de f sur B (z,r;). Prenons u € B (z,%). Notons |lu —z|| =
a.% ot €]0,1], on a pour v = & + gyrer. (u - 2) =2+ L. (u—x)

u=(l-—a).z+auv

D’ot
fw—7f@)<l-a).f(z)+af@)—f(z)<2aM,

Considérons maintenant w =z — 5"=—. (4 —x) =2 — *.(u — ), on a
2.[Ju—z]| a ’

_a + 1
T T 1ra"
D’ou 1
«a
f(ﬂf)\1+a T H——af(u)
et ol
QMg
- - > —2alM
=1 @ > -7 > —2a,
Finalement AM
If (u) = f(z)] < Tz-llu—wll
xr

et f continue en x. O
En dimension finie, cela sera toujours le cas :

Proposition : Si f convexe sur C convexe ouvert de E de dimension finie, alors f est continue.

Preuve . Soit (e1,---,ep) base de E et a € C, il existe r > 0 tel que

p
Vt; € [0,r],a+2t,~.e,~ eC

i=1

L’ensemble O = {a+ >_%_, t;.ej,t; €]0,7[,i =1---p} est inclus dans C' et est constitué
de barycentres positifs de a,a +e1,---,a + €.

Si M majore f (a),f(a+e€1),---,f(a+ep), M majore f sur O ouvert de C. D’apres ce
qui précede, f est continue sur C. O

Remarque : Le théoreéme sur la dérivabilité des fonctions convexes et la continuité de la
dérivée lorsqu’elle existe se généralise sur R™ avec le résultat suivant : Si f est convexe
sur Pouvert convexe U C R"™ et si f admet des dérivées partielles en tout point de U alors
f est différentiable.
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2.4. Suites de fonctions.

1. Type de convergences

Une suite de fonctions est une suite de ’ensemble FP ou D C FE avec F et en général E
des espaces vectoriels normés. Une telle suite, notée ( f")neN peut étre vue soit comme une
famille de suites & parametres, pour € D, on étudie la suite (f,, (x)), soit comme une suite
de fonctions, la norme naturelle sur les fonctions étant la norme || ||, soit comme une suite
de I’espace vectoriel FP, cet espace devant étre muni d’une norme donné. Cela nous donne &
chaque fois une notion différente de convergence d’une suite de fonctions. Dans la suite, E, F’
sont deux espaces normés et D C E. (f,) est une suite de F”

Le plus important est constitué par les suites de fonctions d’un intervalle I C R vers R ou C.
C’est dans ce cadre que seront pris les exemples.

(a)

Convergence simple.
Définition : La suite (f,) convergera simplement vers la fonction f sur D ssi

Vo€ D, lim fu(2) = f()

Cette notion de convergence ne dépend que de la norme sur F. Dans la pratique, cela
revient & montrer que ||f, () — f (z)|| converge vers 0 pour tout z de D.
Les propriétés des limites de suites permettent d’écrire immédiatement

Proposition : La limite d’une suite de fonction convergeant simplement est unique.

On obtient de méme qu’une combinaison linéaire de suite de fonctions convergeant sim-

plement converge simplement vers la combinaison linéaire des limites. De fagon générale,

les théoremes d’arithmétique des limites sur ’espace vectoriel normé F' se généralisent

immédiatement en leur équivalent sur les suites de fonction convergeant simplement.

Remarque : La notion de converge simple est locale, cela veut dire que si une suite de

fonctions converge simplement vers f sur chaque D;,i € I, elle converge simplement vers

f sur D = U,’E[Di.

Convergence uniforme

La notion de convergence uniforme peut étre ammenée de plusieurs fagons, la plus simple

consiste & dire qu’une suite de fonction (f,) convergera uniformément vers une fonction

f ssi la borne supérieure de la différence tend vers 0 autrement dit

Définition : La suite (f,) convergera uniformément vers la fonction f sur D ssi
ol sup flfn (2) = £ (@)l = 0

(le sup pouvant éventuellement, étre égal & +00).

Dans la partique, on préfere la caractérisation suivante :

Proposition : La suite (f,;) convergera uniformément vers la fonction f sur D ssi il existe un rang
ng et une suite (v,) convergeant vers 0 tel que

Vn 2 no,Vz € D, ||fn (2) - f (2)[| < vn

On remarque tout de suite qu’une suite convergeant uniformément vers f sur D converge
simplement vers f ce qui permet d’avoir 'unicité de la limite. On peut également noter
que (f,) converge uniformément vers f sur D ssi

dng € N,Vn > no, (f — fn) bornéet (fn— f) =0

n2ng

soit encore ssi la suite || f, — fl|,, p est définie & partir d’un certain rang et converge vers
0. Cette notion de convergence a donc toutes les propriétés des convergences de suites
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pour une norme donnée (combinaison linéaire, produit dans une algébre normée de deux
suites convergeant uniformément, etc). Pour cette raison, on écrira

) 37

Cependant, cette notion differe de la convergence pour la norme oo en ce sens qu’elle ne
se limite pas aux seules fonctions bornées sur D ; la suite de fonction (x —+ H%H) converge

uniformément sur R vers la fonction z alors que ni z ni z + %H ne sont bornées (on ne
peut donc écrire ||z|| g bien que I'on puisse écrire H (a: + %H) - xH R). De plus, si
; oo,

la multiplication d’une suite convergeant, uniformément, sur D (par exemple 1+ i sur
R qui converge vers 1) par une fonction sur D non bornée (par exemple z sur R) peut ne

pas donner une suite convergeant uniformément (ici, (1 + H%H) .z converge simplement

vers z sur R mais la convergence n’est pas uniforme sur R puisque la différence n’est pas
bornée).
Remarque : Contrairement 3 la convergence simple, la convergence uniforme sur D est

une notion globale. La suite (1 + HLH) .z converge uniformément vers x sur tout segment

[—a, a] mais pas sur R = U,sq [—a,a]. Il est donc impératif de préciser ou1 la suite de
fonction converge uniformément.

Remarque : Pour prouver la non convergence uniforme, il suffit de montrer qu’il existe
(zn) € DN tel que || fn (zn) — f (zn)|| soit non convergente vers 0. En effet, en cas de
convergence uniforme sur D, on a

1fn (@n) = f (@)l < 1fn = fllso,p = 0

(¢) Variante de la convergence uniforme

i. Convergence uniforme sur tout compact

Le fait que cette notion ne soit pas locale est assez ennuyeux. Cependant, beaucoup
de conséquences auront un aspect local, ainsi la continuité de la limite si les f,, sont
continues, etc. Pour pouvoir appliquer ces propriétés, il suffit d’avoir pour chaque
point de D un voisinage de ce point ou la convergence est uniforme, c’est la notion
de convergence locale uniforme :

Définition : (f,) converge vers f de fagon localement uniforme ssi Vz € D, il existe
un voisinage V' de z tel que

(fn) =° fsurVND

Dans la pratique, lorsque E est de dimension finie entre autres (donc dans le cas de
fonctions & variable réelle), tout point de D admettra un voisinage compact. On peut
dans ce cas s’interesser & la convergence de f,, sur les compacts de D :

Définition : (f,) converge vers f uniforment sur tout compact de D ssi VC C D, C

compact,

(fn) ”1?" fsur C

Ces types de convergence, plus facile & obtenir que la convergence uniforme sur D
permettent de déduire les mémes propriétés locales de la limite f que la convergence
uniforme sur D.

ii. Convergence normale
On a vu que ’ensemble des fonctions bornées & valeur dans un complet est complet
pour la norme |[| || . Cela se généralise & la convergence uniforme :
Définition : Soit (f,) une suite de fonction de D C E vers F. On dit que cette
suite vérifie le critere de Cauchy uniforme ssi

VE > OJEInO S N,V’I’L,p 2 no, ||fn - fp||oo7D <eg
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(ce qui sous entend f,, — f, bornée pour n > nyg).

Proposition : Si F est complet, une suite de fonction vérifiant le critere de Cauchy uniforme
converge uniformément vers une fonction f de D vers F.

Preuve . Celle ci est une généralisation du cas des fonctions bornées sur [a,b] &
valeurs dans R :

e Construction de f :
Pour z € D, la suite (f, (z)) vérifie

Ve > OJEITLO € N,Vn,p 2 No, ||f‘n (.CL') - fp (.Z’)” < ”fn - fp”oo <eg

donc est de Cauchy. F' étant supposé complet, il existe une limite qu’on va noter
f () telle que
lim f,(z) = f(z)

n—-+oo

(fn) converge simplement vers f

e La convergence est uniforme sur D :
Soit € > 0,

Ing € N,Vn,p > no,Vz € D, ||fn (2) — fp @) < I1fa = fill,, <€

Donc
Vn 2 no,Vp 2 no,Vz € D, || fn (z) — f (z)]| <€

et entre autres, en faisant tendre p vers +oo
Vn 2 no,Vr € D, ||fn (z) — f ()|l <e

soit enfin
Vn 2 no, ||fn — fllo <€

Hﬂf" fsur D. O

La encore, cette caractérisation est difficile & utiliser dans la pratique et on utilise
plutot la convergence normale, équivalent de la convergence absolue.

Définition : Soit ) uy, () une série de fonctions sur D, cette série de fonctions sera
normalement convergente sur D ssi il existe un rang ng a partir duquel u,, est bornée
sur D et tel que

Finalement, (fy)

Z |un|l,, converge

n>ng

Remarque : Certains imposent ng = 0, autrement dit considerent que la conver-
gence normale équivaut exactement 3 la convergence absolue dans I'espace des fonc-
tions bornées sur D. Cela ne change pas les résultats, on pourra préférer dans ce cas
la qualification de ” convergence normale & partir d’un certain rang” pour la définition
précédente.

Dans la pratique, on notera que

Proposition : > wu, (z) convergera normalement ssi il existe une suite (v,) positive de série
convergente et ng un rang tel que

Vn 2= no,Vz € D, ||u, (z)|| < vn

Lorsque F est complet (par exemple de dimension finie), une série normalement
convergente vérifiera le critére de Cauchy uniforme et donc convergera uniformément.

Proposition : Si F' complet, si Y uy(x) converge normalement, alors la convergence vers

+20 up, () est uniforme sur D.
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Preuve . 1l suffit de noter que pour n > nyg

n +oo +oo
Dup @) =Y w (@) < D luklly, =0
k=0 k=0 k=n+1

O

Notons qu’on peut également parler de convergence localement normale d’une série
de fonctions ou de convergence normale sur tout compacts de D.

Remarque : Pour montrer qu’une convergence n’est pas normale, il suffit simple-
ment de montrer que soit les (u,) ne sont pas bornées a partir d’un certain rang no,
soit que la série Z::;LO ||unll,, diverge. Mais une série peut converger uniformément
sur D sans que la convergence soit normale. C’est souvent le cas pour les séries de
fonctions numériques lorsqu’on peut appliquer le critere des séries alternées. On peut
ainsi énoncer :

Théoréme :
que

Soit > up, (x) une série de fonctions de I C R vers R telle qu’il existe un rang ng tel

— Vn 2 no, (—=1)" un (z) 20
— (up,) converge uniformément vers 0 sur [

= Vz € I, [un (2)],,5,, est décroissante

alors la série de fonctions converge uniformément sur I.

Preuve . Pourz € I,lasérie ), -, un () est convergente puisque les hypotheses
du critere spécial des séries alternées s’appliquent. De plus on peut écrire pour n > ng

400 n “+oo
Vo e L|DY uk (2) = D uk(@)| = | Y w(@)| < Juntr (@)] < lungalloor =0
k=0 k=0 k=n+1

et la convergence est uniforme sur 7. O
Il n’est pas toujours facile de montrer qu’une convergence de série n’est pas uniforme.
Dans la pratique, on procéde comme suit : Soit >, _, ur (z) convergeant vers U (z) =

Z::(XS ug, (z). Le reste R, (x) est défini par

+o0

Rn (.’IJ) = Z U (SL’)

k=n-+1

Ecrire que la convergence est uniforme revient & dire que ||R,||,, est défini pour n
assez grand et tend vers 0. R, est une somme infinie donc peu pratique a manipuler.
Mais de

2n

z ug, () = Ry (z) — Rap ()

k=n+1

on obtient que si la convergence est uniforme

2n

> w(@)| <IRally +1Ronllo =0
k=n+1 o

et donc Ziin 41 Uk (z) converge uniformément vers 0 sur D. Montrer que ce n’est
pas le cas permet bien d’en déduire la non convergence uniforme sur I de la série
> uy (z). Pour cela, il suffit de trouver (z,) € DN telle que

2n
E ug, () non convergente vers 0
k=n+1
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Exemple 33. Considérons sur |1, +oo(,

ne
n=1

La série converge bien simplement. Comme | an 001 400( = % de série divergente,

la convergente n’est pas normale sur |1,4+o00(. Pour montrer la non convergence
uniforme, il suffit (et non il faut) de trouver z, > 1 tel que

1
kzn
k=n-+1
ne converge pas vers 0. Comme
2n 1 y nlfzn
E s0i
en 7 (2n)"" 2%n

k=n+1

zn, =14 L convient, on a

2n
1 1 1
> > == #£0
e 7 oprottr 2
] k n=.2
(d) Convergence pour une norme
Une troisieme facon de traiter les suites de fonctions est de considérer F° comme un
espace vectoriel normé par une norme N, une suite de fonctions (f,) convergera vers f
ssi N (f, — f) converge vers 0.

Exemple 34. Ainsi, sur Iespace vectoriel L, (I) des fonctions intégrables sur I, on a

Ny (f) = j £l

qui en fait un espace vectoriel normé. La notion de convergence ainsi obtenue est la
convergence en moyenne sur I. On a de méme la convergence en moyenne quadratique
en considérant les fonctions de carrés intégrables sur I avec

n= (] |f|2>%

Ce type de convergence n’implique pas forcément la convergence simple, on peut méme
imaginer une limite différente de la limite simple. Ainsi si on considere L, [0, 1] et

On a v
n

N- =

1 (fn) n+1
Or f,(1) = +/n qui ne converge pas. Cela n’empéche pas le fait que la suite (v/n.2")
caractérise la fonction 0 sur [0, 1] vis & vis de la norme Nj.
Un bon exemple de 1'utilité de ce type de convergence se trouve dans les séries de Fourier
(cf plus loin).

et (fn) N 0

2. Propriétés de la limite d’une suite de fonctions

Le probleme consiste & savoir quelles sont les propriétés, vérifiées par les f,,, dont va ”hériter”
la limite éventuelle de la suite (f,).
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(a) Continuité et limites.

Le probléme se résume en peut on compléter le diagramme suivant

en

falz) 31,
J«n—>+oo ~Ln—>+oo
f (=) !
fo(z) 3¢ Iy
an—>+oo ~l«n—>+oo
fla@ =

ol a est un point adhérent & D (éventuellement infini dans le cas de D C R). Cela se
résume aussi en la validité de 1’écriture

Jimm Mim o () = lim_lim fo (2)

Cette égalité est fausse en général.

i

ii.

Cas de la convergence simple
On ne peut rien déduire, ’exemple suivant montrer que cela peut étre faux :

Exemple 35. On prend f, (z) = = sur |0, 1], on obtient le diagramme suivant

1 z—0
T — 0
~Ln—>+oo ~Ln—>+oo
1 3% 1£ 0

Cas de la convergence uniforme.
Dans ce cas, le résultat est valide; on obtient le théoréme suivant :

Théoréme :

alors

Soit (f,) convergeant uniformément vers f sur D, a € D, on suppose que

zh_}mﬂ fn(x) =1, et ngr-ir—loo =1

lim f(z) =1

rT—ra

Preuve . La démonstration peut se faire par les suites. Soit (x,) une suite conver-
geant vers a. Montrons que f (z,) converge vers I. Pour cela, on utilise I'inégalité
suivante valable des que f — f,, bornée ce qui est le cas pour n assez grand puisqu’il
y a convergence uniforme sur D

I/ (zp) = U < Nf = Fulloo + 1fn (2p) = Inll + [lln = 1]

Soit alors € > 0, prenons un n tel que ||f — fallo, + |lln =I|| < 5, un tel n existe

puisque

i = fullao =2 =0
Pour ce n, lim,_, o fr (xp) = I, et donc il existe pg tel que
€

¥ > po, o () — lall < 5

On a . .
vp Zp():”f(wp) _l” < 5 + § soit &

et donc lim,_,, f(z) =1. O
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Exemple 36. Considérons sur ]1,+oo(,

+001

C(z) = s

n=1
La convergence n’est pas normale ni uniforme sur |1, 4+oo( mais sia > 1, de
7 J
1

1 ‘.
Vo 2 a,— < a de série convergente

on en déduit que la convergente est normale sur tout [a,+0o(, a > 1. En se placant
sur [2,+oo( par exemple, on peut écrire

Zn 1 a:—>¢oo 1
k=0 %=

~Lna>+oo ~Ln%+oo
Exemple 37. Considérons f (z) = Y120 =
+00. On a envie d’écrire

, on cherche un équivalent de mfen

RE 72
F@~ 2 o = 2

Cela ne peut se faire aussi simplement. Considérons z2.f (x), on veut monter

2 w’
li . = —
Or
+o0 .Z'2
2
z°. f (z) = —_
f (@) Z n2z2+1
n=0
et
Ve e ROS—5— < L o séri
T € ,O\WH Sz e série convergente

7 . 2 7 . 7’ .
la série Z:i% 77577 converge donc normalement sur R (alors que la série définissant

f (z) ne converge pas en 0) et on peut écrire

n 2 Tr—r-+00 n 1
Ek:o k2;2+1 _J; Ek:o %2
\Ln—H—oo \Ln—H—oo

2

22.f (z) rgeo T

6

On a donc bien f (z) ~ %

On en déduit également la propriété :

Proposition :

Soit f, une suite de fonctions continues sur D convergeant uniformément sur D

vers f, alors f est continue sur D.

Preuve . La preuve est une conséquence directe du théoréme précédent puisqu’en
tout point @ € D, on a

fn (2) = fn(a)

~Ln—>+oo ~l«n—>+oo

f@) = f(a)
et donc f continue en a. O
Remarque : La continuité étant une propriété locale, cela reste vrai en cas de
convergence localement uniforme sur D ou de convergence sur tout compact de D
lorsque E est de dimension finie.
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(b) Intégration
On se placera ici dans le cas de fonctions & valeurs réelles ou complexes (bien que tout
se généralise sans difficulté aux fonctions a valeurs dans un espace vectoriel normé de
dimension finie) et & variable réelle définies sur un intervalle I. Soit (f,) une suite de
fonctions intégrables sur I convergeant vers f. Peut on en déduire f intégrable sur I et

a-t-on
Jm | =] 1

La question de l'intégrabilité de f nécessiterait de se placer dans un cadre précis de la
théorie de l'intégration ce qui est hors de propos. On rappelle que toute fonction continue

par morceaux ou limite uniforme de fonctions continues par morceaux est intégrable sur
b

un segment et que f est dite intégrable sur I ssi J |f| est borné pour tout segment
a
[a,b] C I cela indépendament de ce segment.
i. Cas de la convergence uniforme sur
Tout repose sur la proposition suivante

Proposition : Si (f,) converge uniformément vers f sur I borné (entre autres I = [a,b]) alors

| =0

Preuve . On a

[ -] f‘ < longueur (7). [|fo — fll, = 0
I I
d’ou le résultat. O

Le résultat est faux si I non bornée, ainsi

Il

Exemple 38. Prenons f, (z) = +.e™ = sur [0,400(, on a ||full, = % et fn =50,

or
+o00o
J fn =1 non convergeant vers 0
0
Lorsque I n’est pas bornée, on a ce résultat, nécessitant la convergence uniforme sur
tout segment de I

Proposition : Soit (f,) intégrable sur I convergeant uniforment sur tout segment de I vers f et
telle que il existe g intégrable telle que Vn € N, |f,| < g alors f est intégrable et

”ETOO L fn = L d

Preuve . La convergence uniforme imposant la convergence simple, on a évidement
Vz e L|f (z)] < g(z)

et donc f intégrable sur I (cf cours d’intégration).
Soit € > 0, il existe un segment [a,b] C I tel que

[T
I\[a,b]

On a donc puisque |fn| < get |f|<g

J I
1\[a,b]

<eget <eg

j f
1\[a,b]
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Or puisque la convergence est uniforme sur [a, b], ce qui précede permet d’écrire que

[ =]

[r-].

| -] f‘ < (-
I I I\[a,b]
et le résultat. O

Ce dernier théoreme, assez souvent suffisant dans la pratique, utilise une fonction
g dominant la suite de fonction (f,). Cette hypothese de domination est en fait la
plus importante et, si on se place dans le cadre de l'intégrale de Lebesgue, reste la
seule hypothese nécessaire. C’est le fameux théoréme de convergence dominée, qui
fait en fait partie d’un ensemble de 4 résultats pouvant étre établis de fagon assez
élémentaire (°°).

et donc Ing € N tel que

Vn > ng, <e

On obtient

Vn > no, + + < 3e

j f
1\[a,b]

ii. Théoremes de convergence dominée
Ces théoremes, dont la démonstration est assez technique, ont été regroupés dans
le premier paragraphe. Les lemmes nécessaires dans le deuxiéme paragraphe et les
démonstrations proprement dites dans le troiseéme paragraphe.

A. Enoncé des 4 théorémes
Ceux ci se regroupent par deux :
Deux résultats sur les suites de fonctions, I'un donnant une équivalence entre
I’intégrabilité de la limite et la convergence de la suite des intégrables, le deuxieme
donnant une condition suffisante pour ’échange du signe intégrable et de la limite
(théoreme de la convergence dominée).

Théoréme : Si (f,) est une suite croissante de fonctions sur I quelconque, convergente simple-
ment vers f avec les f,, et f localement intégrables, alors

f intégrable & (J fn> majorée
I

et dans ce cas

Jdm | =] 1

Théoréme : Si (f,,) est une suite de fonctions sur I convergente simplement vers f avec les f,, et
f localement intégrables; et si il existe ¢ intégrable telle que Vn > 0, |f,| < ¢ alors f intégrable sur

I et
Jdm [ = 1

Suivent deux autres résultats sur analogues portant sur les séries de fonctions.

50¢comprendre sans développer de théorie sophistiquée d’intégration
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Théoréme : Si (f,,) est une suite de fonctions intégrables positives sur I telles que la série

E fn converge simplement vers f
n>0

avec f localement intégrable alors
f intégrable sur I & ZJ fn convergente
n20 I

et dans ce cas

JIszJIfn

n>0

Théoréme : Si (f,,) est une suite de fonctions intégrables sur I telles que la série

Z fn converge simplement vers f et ZJ |fn| converge
I
n>0

avec f localement intégrable alors

f intégrable sur I,L|f| < ZLlfd et Lf = ZJ.I I

n>0 n>0

B. Preuve des théoremes, résultats préliminaires
Les intégrales des fonctions se feront sur des ensembles qui ne seront pas toujours
des segments mais inclus dans un segment. Si A C J, on a

lsize A
JAf —LlA.f avec 14 (z) —{ 0 sinon

Les fonctions ainsi obtenues ne seront pas forcément continues par morceaux sur
I mais réglées. Ces fonctions sont limites uniformes de suites de fonctions en
escaliers.

Lemme : Si C est un compact et (O;,i € I) une famille d’ouverts telle que

C C U105
alors Ir > 0 tel que Vz € C,3i, € I,]Ja —r,z +r[ C O,
Preuve . Supposons que cela soit faux, il existe une suite (z,) € CN telle que

1 1

Yn>0Viel, |z, — ,
e n+1

La suite (z,) admet une sous suite convergente vers un z € C. z appartient & un
O;, pour un ig appartenant & I. Il existe donc 7 > 0 tel que |z —r,x + r[ C O;,.

Prenons n tel que

r 1 r
|ma(n)_$| <§et ’I’L—-{-]_<§

On a pour ce n, Vy € ]wa(n) - ﬁﬂ,ma(n) + %H [,

|—m|<i+|a¢ —w|<2—r<r
Yy \n+1 a(n) N3
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soit puisque W S %_H
1 1
To(n) — y La(n) + C ]-73 -r,x+ ’f'[ C Oio
a(n)+1 a(n)+1

ce qui contredit

1
VnZO,ViGI,]xn— Tn + [gZOi
n+1

1
n+1’
Cette derniére proposition est donc fausse, on en déduit bien que

Ir >0tel que Ve € C,3i, € I,]Jx —r,z+7[ C O,

O
Lemme : Si C C Upeo |z — ap, x + ay[ . alors il existe

351317:527' T, Tp € CJC c Uf:l ]a:z' — Qg L4 +a-'171,[
Preuve . D’apres le lemme précédent, il existe r > 0 tel que
Vye C,3z e Cly—r,y+7r[Cle —ag,z + ag

Montrons que
Hyla' yYp € C7C C Uf:l ]y’l —T,Y; +7.[

Si cela est faux, il existe une suite (y,) telle que
vn 2 O7yn+1 ¢ U?:l ]yl — Ty + T[

La suite (yn) admet une valeur d’adhérence y € C avec (yg(n)) convergente vers
A. Or, d’apres c-dessus, on a

Vn#Em, |[Yn — Ym| 27

soit
Vn > 0,

Ya(n+1) = Yam)| =7
or |y5(n+1) — yﬁ(n)| — 0. Cela prouve bien

Hyla"'ayp € C7C C U?i):l]yi _rayi+r[

Si z; est tel que
]y’i — T —i—’l‘[ C ].Z‘z — Qg , Tj +azi[

on a bien
CcUl  lyi—ryi+r[CU_| ]xi — ag;, i + 0|

ce qu’il fallait prouver. O
Lemme : Soit (f,) une suite croissante de fonctions continues sur un compact
C (pas forcément un segment) convergeant simplement vers f continue, alors la
convergence est uniforme.
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Preuve . Soit € > 0, pour z € C, il existe
a>0,Yye CNlz—a,z+aof,|f (y) — f(z)] <§

ne 20,0 < f(2) = fu. (2) <

o >0,VyeCnlz—ad,z+d[,|frn, ¥) = frn. (&)] < g
Posons a; = min (o, &') et considérons y € C Nz — oy, & + o[ et n > ng,, on a
0<FW) = fa W) S FW) = fo. ) <FO) = fo (@) + 5
soit 9%
0< )~ ful) < J (@)~ fu (2) + 2 <
Soit

Vn2ng,Vye CNle—oag, x4+ oy, |f () — fn(y)| <e
On a clairement C C Ugzec |2 — 0y, @ + ag[. D’apres ce qui précede
31,20, -+, 2p € C,C CU_; ]2 — oy, i + gy
Posons N = max (ng,,i =1---p), pour n > N, on a
Vye C,3i € {l,---,p},y €]z; — Qp,, T; + Q[
et donc |f (y) — fn (y)| < &. On a donc bien

Vn 2 N, |Ifn = fll,c <€

et (fn) converge uniformémént vers f. O
Lemme : Soit (f,,) une suite croissante de fonctions continues par morceaux sur
un segment J convergeant simplement vers f continue par morceaux sur J, alors

lim J o= supJ fan. f
n—+oo | 5 neNJJ J

Preuve . Quitte & travailler sur la suite (f, — fo) convergeant vers f — fo, on
peut supposer fo positive et donc f, et f positives.

fn et f ont chacun un nombre fini de points de discontinuité. L’ensemble de
ces points de discontinuité est donc au plus dénombrable. Soit A = {c¢,,n € N}
I’ensemble de ces points. Posons

13 3
e =UpeN Jen = gen+

Sur J segment, f est majoré par un réel M > 0. Lalongueur de ]cn — 57:Cn + 2%[

est de 3—5 On a donc

—+oo

—+oo

2Me

J <] <X
Jn(uneN]cszn,cmLan[) J0en— s ent i | =0

soit 4Me

n=0

Comme f, < f, on a également

J fu < AMe
Jn (UneN]c" —omsCnt o [)
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Considérons J' = J\ U, .N Jen — &,¢n+ 5= [, J' est un fermé inclus dans un

segment donc J' est compact. f et les f, étant continues sur J', le lemme
précédent affirme que (f,,) converge uniformémentvers f sur J' et donc que

A [, =],

[l 1)<

1l existe donc ng tel que

vn 2 Mo,

On a pour tout n > ng

[#=],

soit

<

L, In _J : f‘+Lm(uneN]m2%,cn+g%[) fﬁL”(UneN]cﬂ?ﬂ’C"*zL"[) !

[#=]

lim J fn= supJ fn:J f
n—+4oo J nEN J J

<(8M+1).e

On a donc bien

O
C. Preuve des théorémes

Théoréme : Si (f,) est une suite croissante de fonctions sur I quelconque, convergente simple-
ment vers f avec les f,, et f localement intégrables, alors

f intégrable & (J fn> majorée
I

et dans ce cas

i J =]

Preuve . La encore, quitte & travailler sur la suite (f, — fo) convergeant vers
f — fo, on peut supposer fy positive et donc f, et f positives.Pour tout segment

J CI, | fn < | f donc f intégrable implique pour tout J C I et tout n,
J J

L fn < J.I f et donc (L fn) majorée par J.I I

Supposons (J fn ) majorée par M, montrons f intégrable. Montrons que si
I

Lzsupj fo= lim an

I n—-+4o00

alors pour tout segment J C I, J f est majoré par L. Supposons que sur un
J
JcI
J f>L
J

Soit § = J f — L, sur J segment, d’apres le lemme précédent,

J
5=,
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fn 2 J f—%>L+13. Cela contredit bien (J fn>
I

donc il existe ng tel que J
J

J
majorée par L puisque

L<L+§<J fngjfn
2 J I

Donc pour tout J C I ,J f est majorée par L. f est donc intégrable sur I et
J

J f < L. Le premier point du théoreéme est prouvé. Mais on peut alors noter
I

que on doit avoir dans ce cas

LfSLzmmLhz iim_| 7,

n—-+o00o

et

Vn}O,J
I

< s

I
On en déduit

Lf = sup L fn= nETooJf"

O

Théoréme : Si (f,,) est une suite de fonctions intégrables positives sur I telles que la série

E fn converge simplement vers f
n>0

avec f localement intégrable alors
f intégrable sur I & ZJ fn convergente
n=0

et dans ce cas

J.Ifzszfn

n>0

Preuve . Il suffit d’appliquer le théoreme précédent a la suite de fonctions
n
In = Z fk
k=0

(gn) est croissante puisque f, > 0 et converge simplement vers f et la suite

gn correspond & la série (EZZOI fk) convergente ssi majorée. le résultat en
I I
découle. O

Théoréme : Si (f,) est une suite de fonctions sur I convergente simplement vers f avec les f,, et
f localement intégrables, et si il existe ¢ intégrable telle que Vn > 0, |f,| < ¢ alors f intégrable sur

Iet
”ll’rfoo L fn - L f
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Preuve . Onapourtoutn > 0,|f,| < ¢ donc |f| < ¢ et f intégrable. Montrons

"HI‘I*‘IOO L In= J.I d

Notons gn, (t) = supgs,, |fi (t) — f ()], (gn) converge vers 0 et (gn) décroissante.
De plus,

lgn (B)] < 20 (1)

donc, le théoréme précédent donne limJ gn = 0 et donc comme |f, — f| < gn
I

JIfn_JIf‘ZO

lim
n—-+oo

et le résultat. O

Théoréme :

Si (fn) est une suite de fonctions intégrables sur I telles que la série

Z fn converge simplement vers f et ZJ |fn| converge
n>0 1

avec f localement intégrable alors

f intégrable sur I,L|f| < ZL'f"' et Lf = ZJ.Ifn

n>0 n>0

Preuve . Posons
gn (@) =) |fx ()] et by (z) = inf (|f ()], gn (2))
k=0

On a deux cas possibles pour un z donné,

® Soit, (gn () = +00 et (hn (z)) = |f (2)]

e Soit (g, (z)) converge, mais dans ce cas, on a |f(z)| < limg, (z) et donc
(hn (2)) = | ()]

Donc dans tous les cas, (hy,) converge simplement vers |f|. Par construction la
suite (hy) est croissante et vérfie

n n —+oo
v segment] L | b < | ga< Y| 10l [ 161< X | 160
J J k=07 k=0T n=0"1

On en déduit d’apres le premier des théorémes de ce chapitre que | f| est intégrable

sur [ et o
<X ] sl

n=0"1

Le méme raisonnement appliqué & E::’N 41 Jn montre que

“+oo “+o00
[1X mj< X [iml
I'lp=N+1 n=N+1"1
soit encore
+oo

< Z J |frn| de limite 0 quand N — +o00
n=N+1"1

Ulf—néj[fn
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D’ou
+oo
oI I
O
. Exemples

Premier exemple : Considérons

_g).(1-L)" site(o,n]
fat) =7 ( Osi)t >Sn

ol g est une fonction telle que g () .e~¢ intégrable sur [0, +o00(, alors de

Vn 2 0,|fn (t)] < |g (t)].e"

on déduit de J
[0,+00(

) n t n —+oo 4
nll)l’_{_loo L g(t). (1 - E) dt = J.o g (t).e'dt

Deuxiéme exemple : Soit f continue positive décroissante a partir d’un certain
a > 0 et intégrable sur [0, +oo( alors

fa= Jng(t).(l— %)ndt que
0

+oo
Yh > 0, Z h.f (nh) est convergente

n=1
et
+oo
lim h.f (nh) = J f
’HO,; [0,+00(

En effet, posons pour h € ]0,1]

wo-1(f)

©p, est une fonction positive, et pp < f sur [a + 1, +0o( puisque
a<t—1<h. [—] < tdonc ¢ (t) < f (1)

donc ¢y, est intégrable sur [0, +oo( .
On a limy,_ o0 @p (t) = f (t) puisque f est continue.
Sur [a + 1,+o00(, f intégrable majore |py|, sur [0,a + 1], on a |¢p (t)| < maxejo,at1] f (1)

Posons donc
(t)_{ f@) sit<a+1
g maXic[o,a+1] f (t) site [Oa a+ 1]

g est intégrable et g domine ¢, donc ¢y, intégrable et

+oo
| =Y nram
[0,400(

n=1

Soit (hy) strictement positive convergeant vers 0, on a limy,_, 1 o @p, () = f (),
les p(ropriétés ci dessus permettent de prouver que

+oo
lim J ¢n, = lim th.f(nhp):J f
[0,+00( n—1

p——+oo p——+oo [0,400(
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On a donc bien
+oo
lim J Pp, = lim h.f (nh) = J f
h=0 J1o,+00( h—m; [0,+00(

Troisiéme exemple : On veut étudier pour f continue sur [0, 1] la suite

In:J'1 n.f (t)

o 1+ n2t?
f(&)

n.
1+n2¢2

On peut remarquer que converge simplement vers 0 sur [0, 1]. Mais si

g@%—igﬁL

14 222
alors g Co sur R et
f@) (-1 4+ 2%¢?)

g (z) = - (1+x2t2)2

. : ) . |f ()]
g atteint son maximum en valeur absolue en 7 et ce maximum vaut ——— non
intégrable au voisinage de 0. Il semble donc difficile d’appliquer le théoreme de

convergence dominée.
Posons u = nt, on obtient

nof (2
In :JO 1—£U)2 du
Si .
n (@) :{ ffj} sur [0,n]
0 sur n, 4o00o(
on a

o limy, 400 gn (u) = 1]:91)2

® |gn (u)] < Eq%iﬁﬂlintégnﬂﬂe

On en déduit

[0 4,0

2 AU =—5—

o 14w 2
Autres normes
Il est impossible de donner des résultats généraux pour la convergence vis & vis de
normes sur R! ou CI. En fait le probléme se résume 3 la continuité de I’opérateur
linéaire
EcR'ouC!l - RouC

! = Lf

pour la norme utilisée. Ainsi, cette continuité est claire pour la norme Ny (f) = J |fl-
I

sz‘ S \/E\/W soit \/longueur (T).Nz ()

donne cette continuité pour la norme N (f) = ,/J |71 lorsque I est borné. Par
T

contre, posons

L’inégalité

1
gn (t) = ————— sur [0, +oo(
(t+1)'"*=
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on a )
NZ(QH)ZJ — 5z dt<1
[0,400( (E4+1)""m
et
J gn =N — +00
[0,+00(
ce qui montre la non continuité de f — J f sur Ly [0,400(.
[0,-+00(

(c) Dérivabilité
L’exemple suivant montre qu’on ne peut espérer des résultats simple :

Posons f, (z) = /2% 4+ + sur R, f, (z) converge vers |z| et
22+ L — g2 1
L —= s0it —=

—_—n .
/$2+%+|$| n % \/ﬁ
Il

et donc f, = |z| sur R. Or f,, € Cx (R) et  — |z| est non dérivable en 0.
En fait, le seul résultat important vient de la remarque que si f,, € Cy (I), alors

|fn (@) = |2|| =

Vo €1, f, (z) = fa(a) + f fn

ou a € I donné. Cela permet d’obtenir le théoréme suivant

Théoréme :  Soit (f,) une suite de fonctions C; sur I telle que il existe a € I tel que f, (a)
converge et telle que (f],) converge uniformément sur tout segment (compact) de I vers g. Alors
(fn) converge uniformément sur tout segment de I vers f € C; (I) et f' =g.

h
Preuve . Comme (f]) converge uniformément sur tout segment (compact) de I vers g
donc sur [a, z], on obtient que f (a) = lim, 400 fn (@)

Vxef,fn<x>=fn<a>+j fﬁ—>f(a)+J p

et cette fonction f est de classe Cy sur I avec f' = g.
De plus soit [b,¢] C I, posons J = [min (a, b, ¢) ,max (a,b,c)], on a

[1r-a

a

Vz € [b,c],|fn(2z) — f (@) < |fr(a) — f(a)] +
soit
Vz € [b,c], |fn (z) = f(@)| < [fn (@) = f (a)| + longueur (J). [|f;, = gllo0,.; — O

et donc (fy,) converge uniformément vers f sur [b,c]. O
Cela se généralise au théoreme particulierement utile suivant sur les suites de fonctions

Coo (I)

Théoréme : Soit (f,,) une suite de fonctions Co, (I) telle que (f,,) converge vers f et Vp > 1, < fr(bp ))

converge uniformément sur tout segment de I vers g, alors f € Co, (I) et Vp > 1, f®) = g,,.

51Dans la pratique, on montre que f, converge simplement sur I.
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Preuve . Considérons

P =feCy(I) et Vke{L,---,p}, f¥) =g

Le théoréme précédent permet de déduire P (1). Supposons P (p) acquis, Ce méme

(p)

théoréme appliqué ( Ay ) convergeant vers gp, permet de montrer g, € Ci (I) et
9p = gp+1 s0it P (p+1). D’olt Vp > 1,P (p) et le résultat. O

3. Exemple : Les séries entieres

(a) Généralités.

Définition : On appelle séries entieres une série de fonctions du type > a,,.2" ou a,, € C.

(a,) est la suite des coefficients de la série entiere. La série Y 22" est une série entieere
avec

[ lsin=2
% =1 0 sinon

On peut munir I’ensemble des séries entieres d’une structure de R ou C algebre a 'aide
des opérations suivantes :

Combinaison linéaire :

A (Z an.z") + p. Z (bn.2") = Z (Aap, + p.by) 2"

e Produit de Cauchy

(Do) (Sbwer) = 3 (2 b>

Cela ne fait qu’étendre aux séries les opérations sur les polynémes.

(b) Convergence des séries entieres

i. Rayon de convergence
La convergence des séries entiéres s’étudie assez simplement grace au lemme d’Abel.
Celui ci se résume en
Lemme : Soit 29 € C tel que (an.2J) est bornée, alors si |z| < |z0], la série D ap2z™
est absolument convergente.

n
Preuve . On a |a,.2"| < |£| .sup, N |an-2§| de série absolument convergente

puisque ‘% <1.0O
Il permet d’obtenir le théoreme suivant établissant ’existence du rayon de conver-

gence et ses caractéristiques :

Théoréme :

[0, +00()

On a égalité entre les réels suivants en admettant inf @ = 400 et sup@ = 0 (dans

Ry = sup{|z|, (an.2™) bornée}

Ry = sup {|z|, > an.2™ convergente}

Rs =sup {|z|, > an.2™ absolument convergente}
Ry =inf {|z|,)  an.2™ divergente}

Ce réel commun est appelé rayon de convergence de la série entiere.
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Preuve . On a clairement R3 < Ry < R;. Le lemme précédent montre que si z est
tel que |z| < Ry, il existe |2'| > |z| tel que (an.2") bornée et donc, d’apres le lemme,
> a,2™ absolument convergente. On en déduit R; < Rj3 puis

R3=Ry =Ry

Soit z tel que |z| < R4, Y. a,z™ converge et donc |z| < Rz d’ott Ry < Ry. Si z est tel
que |z| < Rs3, Y anz™ est absolument convergente donc non divergente et

{|z|,Zan.z" divergente} C [R3, +oo(

d’olt R3 < R4 et ’égalité demandée. O
Si R est le rayon de convergence, on a entre autres

Vze C,|2| <R= Z ap-2" absolument convergente

et
|z2| > R = Z an.2" divergente

I'incertitude reste pour |z| = R.
Définition : Le disque de rayon R est appelé disque de convergence de la série
entiere.

ii. Opérations et rayon de convergence.
La somme de deux séries convergentes est convergentes, la somme d’une série conver-
gente et d’une série divergente est divergente, on en déduit

Proposition : Le rayon de convergence de la somme de deux séries entieres de rayon R; et Ry est
supérieur & min (R, R2) et vaut min (Ry, Rs) si Ry # Ry

De méme, le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est absolu-
ment convergent et converge vers le produit des deux séries, on en déduit

Proposition : Le rayon de convergence du produit de Cauchy de deux séries entieres de rayon R;
et R» est supérieur & min (R, Ry)

iii. Calcul du rayon de convergence.
Comme pour les séries absolument convergente, le calcul du rayon se fait sur la base
de la comparaison des coefficients :

Proposition : Soit Y a,.2" et Y b,.2™ deux séries entiéres de rayon respectif R, et R;. Alors
|an| < |bn| = R, > Ry
et de fagon plus générale

an =0 (by) = R, 2 Ry
|an| ~ |bn] = Re = Ry

Preuve . Cela vient juste des théorémes de comparaisons des séries & termes positifs
appliqués aux séries Y |an.2"| et Y |b,.2"| avec z € C donné. O

Mais cela est parfois insuffisant, ainsi on a la propriété suivante qui ne peut se prouver
par simple comparaison

Proposition : Soit Y a,.2" de rayon R et r € C(X) une fraction rationnelle non nulle, alors
> r(n).ap.2™ est de rayon R.

Preuve . Le principe consiste & remarquer que si |z| < R alors J3p < 1 tel que
|an.2"| = O (p"), en effet, soit
r_ |2+ R
2=
2
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on a |z| < |2'| < R et donc |an.z"| est bornée. Comme |an2™| = |an.2™|.|Z "

z
que | % | <1, le résultat est acquis pour p =z
Pour |z] < R on a donc 7 (n).ap.z O(r(n). ") soit un O (nP.p") avec p € Z
de série convergente. Le rayon R’ de Z (n) .an.2™ est donc > R. Comme a, =
1 (n).(r(n).an), on a également R > R' et R=R'. O
Ce comportement géométrique incite & utiliser le critere de d’Alembert, effectivement
fournit une méthode parfois tres pratique pour évaluer le rayon comme l'illustre la
proposition suivante.

Proposition : Soit ) a,2" une série entieére telle que |a,| soit non nul & partir d’un certain rang,
alors si
lim

n—+oo

existe et vaut [ dans [0, +oc]

Qn

le rayon de la série est R =

Preuve . On a pour z # 0,

=1z

n—-+00
le critére de D’Alembert donne immédiatement la convergence pour [z| < 7 et la
divergence pour |z| > 7. O
(c¢) Fonctions séries entieres
i. Etude a l'intérieur du disque de convergence
Soit une série entiere ) a,2™ de rayon R, et soit r < R, on a
Vz € D(0,r),|z| <7 et donc |a,.2"| < |ay|.r"

de série convergente. La série converge donc normalement sur D (0,7) . On peut donc
énoncer

Proposition : Une série entiere de rayon R converge normalement sur tout compact inclus
dans le disque ouvert de convergence

(%)

Cela permet de déduire

Proposition : Soit f (2) = ) a,.2™ une série entiere de rayon R, alors f est continue sur le disque
ouvert de convergence.

Preuve . La convergence de la série de fonctions continues a,z™ est normale sur
compact inclus dans le disque ouvert de convergence. O
De méme, dans R, si on pose Sy, (z) = Y_;_, ar.z*, les séries dérivées formelles p fois

sont n \ n
SP) (z) = Z %.akﬂ,.xk = Z A’,§+p.ak.xk
k=0 =
séries entieres de méme rayon que la série ) a,2" puisque n — AP, est une fraction
rationnelle en n (équivalente & n?). On en déduit la convergence normale des séries
dérivées sur tout compact de |—R, R[ ou R est le rayon de )" a,z" et le théoréme

suivant :
Théoréme : Soit S (z) = 3.1 a,.2™ une série entiere de rayon R, alors S € Cw, (]—R, R]) et
S (g Z AN T
n=0

52Mais pas sur D (0, R) en général (erreur fréquente).
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Remarque : On a S® (0) = AY.ap = pl.a, soit

I g(n)
S(z) = Z 570 n‘(O) z"
n=0 ’

La série entiere est donc la série de Taylor de la fonction S.
On peut noter également que la fonction T (z) = ::; 2=l g™ est, en suivant le
méme raisonnement une primitive de S sur |—R, R].

ii. Etude sur le bord du disque de convergence.

Considérons la série

+oo (_l)n—l
S(z) = —"
(2) T; .
De rayon 1, elle est donc dérivable sur ]—1, 1] et sa dérivée vaut 315 (=1)" " 271 =
1 0O déduit
———. On en déduit que
1+ q

Ve e]-1,1[,S(z) =S (0)+In(1+z) =In(1+x)
Or il se trouve que S (1) est défini. Si S est continue en 1, on pourra écrire

S(1)=1lim S(z)=limln(l4+2z)=1In2
z—1 z—1

Le probleme général est soit une série entiere S (z) = ::) anz"™ de rayon R > 0
convergeant en zg de module R, que peut-on dire de la fonction S au voisinage de zp.

En posant
“+oo

T (u) = S (uz) = Z (an-28) u™
n=0
on peut se ramener au cas d’une série entiere de rayon 1 convergente en 1. Les
propositions suivantes se placent dans ce cadre et ont donc leur équivalent dans le
cas général.
Soit donc une série entiere S (z) = ::6 an.z" de rayon 1 convergente en 1. Le
probléme est donc de savoir si

S (1) = lim S (z)

z—1

voire, en se plagant sur C une éventuelle continuité de la fonction en 1 (53). Dans
la pratique, on peut envisager plusieurs cas de figure, les deux premiers, simples,
recouvrant la plupart des cas courants.

A. > ay, est une série absolument convergente
Dans ce cas, la majoration

|anz"| < |an| de série convergente

valable sur le disque fermé D (0,1) = {z € C, |z| < 1} montre que la convergence
de la série entiére est normale sur D, S est donc continue sur D et donc en 1. On
a bien entre autres

S (1) = lim S (z)

z—1
<

535 peut étre continue en 1 sur [0, 1] sans étre continue en 1 en tant que fonction définie sur D (0,1) U {1}. C’est
d’ailleurs le cas en général.
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C’est par exemple le cas pour S (z) = ::1 ”T”L—Z, on a S de classe Cy sur |—1,1J.

La série ) - est absolument convergente donc S (1) = limy—1 S (z). Or sur
<
]_15 1[

S' (z) = io A SRR
el n X

on en déduit

+oo T 1
1 . . —In(1—-1¢
Z—zzS(l)zth(m):S(O)—i-hmJ S’=J =) g
—'n z—1 z—1 Jq 0 t

n=1 < <

. Y. ay est une série vérifiant le critere spécial des séries alternées

Autrement dit |a,| est décroissante convergent vers 0. Sur [0, 1], la série )" ap.2"
vérifie également le criteére spécial des séries alternées puisque (—1)" a,,.z™ est du
signe de (—1)" .a,, donc de signe constant, et que |a,.z"| décroit vers 0 en valeur
absolue. On en déduit que

< |ang1-2™ < an1|

Z ap.z® — S (2)
k=0

donc la série converge uniformément sur [0,1] et S est continue en 1. On a bien
S (1) = lim S (z)

z—1
<

o ) L S - - .
Ainsi, Z:; % vérifie le critere spécial des séries alternées. Donc

+oo n—1 n—1
-1 —
E L:lim L.x":limln(l+x):ln2
n z—1 n z—1
n=1 < <

. Cas général
Supposons Y a, convergente et posons s, = »_,_, ak, on peut écrire pour |z| < 1

n n n—1 n—1
E ap.2® = E sp.2* — E sp2ftl = 5,27+ (1 —2). E sp.2"
k=0 k=0 k=0 k=0

soit puisque lim, 4o $p.2" = 0 (s, convergente donc bornée et |z| < 1), on
obtient

S(z)=(1 —z).an.z”

Posons s = limy, sy o 8 = E:ﬁ% Gn, ON 2

+oo
s= (l—z).Zs.z"
n=0

donc
+oo

1S(2) =8| =(1=2).)  (5n—5).2"

n=0
Soit € > 0, il existe ng tel que Vn > ng, |s, — s| < &, on peut écrire

—+oo
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donc
no—1 |]_—Z|
S(z)—s|<|1- E - .
[S(2) —s| < |1 -2 2 [sn $|+61_|Z|

Siz=1—he? onal|l —z|=het
|z]* = (1 — h.cosf)® + h%.sin? 0 = 1 + h? — 2h. cosd
donc
1 1+ |z| 1
1—|z]  1—1+42h.cos®—h? = h.(cosf — L)

Imposons, indépendament de ¢, |8] < ¢ < § et h < cos ¢, on obtient

[1— 2| < 2
1—1z] ~ cosy

Finalement, dés que z = 1 — h.e? avec || < ¢ < Z et h<cosp, ona

ng—1
S(z) —s| < h. Sp — S| + €.
S(2) = sl B Y Jsn— sl 4o
k=0
Comme
no—1
lim h. —s| =
h—0 Z |s" Sl 0
k=0
il existe hg > 0 tel que h < hg implique
2
[S(z) —s|<e.[1+
cos
et donc
lim S(2)=s
z—1
larg(1—2)|<e
|z]<1
ol ¢ est un réel inférieur strictement & 7. Ce théoreme, connu sous le nom

du théoreme du Bec indique la continuité de S sur un ”bec”dont la pointe
est en 1, d’angle en 1 égal & 2¢p < 7 comme lillustre la figure ci-dessous :

y

Domaine de continuité

Ce théoreme est utilisé notamment dans le cas réel, on a dans ce cas ¢ = 0 et on
obtient S continue sur [0, 1].
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(d) Fonctions développable en série entiére.

i

Généralités

La question est maintenant de savoir si une fonction donnée, par exemple tan z =
est une fonction série entiere.

Définition : Une fonction f (& variable réelle  ou complexe z) sera dite développable
en série entiere ssi il existe un réel & > 0 et une série entiere Z:i% anz" de rayon
R > a telle que

sin z
cos z

+oo
Vze€ C (ouR), |z] <a= f(2) :Zanzn
n=0

on écrira,
+o0
()= a2, |2| <
n=0

Une telle fonction devra étre continue sur un disque ouvert, de classe Cy, sur un
intervalle de type |—a, af si & variable réelle. On a vu que, de plus, que dans ce cas,

£ (0) ) - o . -
onaan, ="—7—. Le développement en série entiere, coincidant avec la série de
n!
Taylor est donc unique.
Les théoremes sur les opérations, dérivations, intégrations des séries entieres per-

mettent d’affirmer que

Proposition : La somme, le produit, la dérivée, et une primitve d’une fonction développable en
série entiere sera développable en série entiere.

ii.

On peut remarquer que, & priori, on n’a aucun résultat sur la composition ou le
quotient de telles fonctions. Ces résultats existent mais sont vu plutot dans le cadre
des fonctions analytiques.

Cas des fractions rationnelles.

Le développement fondamental est celui de

1 +oo
— n
l—z_z 2", |z <1
n=0

Si P est un polynoéme, il est clair que P est développable en série entiére.
Soit @ € C,a # 0. De

1 -1 1

_ 1_z
Z—a ala

On déduit ﬁ développable en série entiere et

+o0

1 -1

7~ a :ZWZH, |Z| < |a|
=0

Pour p un entier supérieur a 1, de

1 1 1 foi
= ois
(z—a)? 2z-a z—a?

on déduit ﬁ développable en série entiere et égal & son développement en série

entiere lorsque |z| < |a|. Il est peu pratique de faire le produit de Cauchy de ces
développements. Par contre, connaissant son existence sur C, on peut le calculer en
se restreignant & R en remarquant que

1 B (_1)1’*1 1 (p—1)
(w—®p_(p—DV(w—a>
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et donc

1 )P =R np-1) -1
= : : x
—a)? —1)! ! +1+p—1
(z — a) (p—1)! —~ n! anti+tp

n

Finalement

_1)1’
z n+p—1- +p n7|Z|<|a|

z—a

Or toute fraction rationnelle se décompose en éléments simples soit une partie entiere

polynomiale plus une combinaison linéaire de fractions de la forme [F=L )p avec a pole
de cette fraction rationnelle. On peut donc conclure

Théoréme :

entiere et sont égales a

Les fractions rationnelles n’admettant pas 0 comme pole sont développables en série
leur développement en série entiére sur le disque ouvert de convergence,

lequel est de rayon min {|a|,a pole de la fraction}.

iii. Existence et calcul d’'un développement en série entiere

A. Par intégration, dérivation et opérations arithmétiques.

De ce qui précede, on déduit que toute fonction qui par intégration, dérivation et
opérations arithmétiques peut se ramener & une ou plusieurs fractions rationnelles
n’admettant pas 0 pour pdle est développable en série entiere. C’est le cas pour
arctanz, argtanz, In(1+ z), In(r (z)) avec r fraction rationnelle définie et non
nulle en 0.

. Par les séries de Taylor

=1

Considérons la fonction g (z) = e=2 avec g (0) = 0. On montre aisément que g €
Cw (R) et que g(™ (0) = 0. La série de Taylor de g, valant 0, est uniformément
convergente sur R. Pourtant g () # 0 donc g n’est pas développable en série
entiere. Cependant on sait que si une fonction est développable en série entiére,
ce développement en série entiere est la série de Taylor de la fonction. Il suffit
donc de montrer que sur un intervalle ]—a, o[, cette série de Taylor converge vers
la fonction. Or les formules de Taylor nous donnent deux expressions du reste :

LNON) ((nj:i), 2" pour un y € [0, 7]
_ k_ "
0

Ainsi on peut on énoncer

Proposition :

Si f € Cx (R) et si il existe pour tout A > 0 une constante K 4 telle que

Vn > 0,Vz € [—A, A],

1 (@)] < Ka

alors f est développable en série entiere et est égale & son développement en série entiere sur R.

Preuve . Soit z € [-A4, A], on a

o= 50 <

7(n+ 0 —0

<X

d’oti le résultat (°*). O

Cela permet de montrer que les fonctions e*, a®, sinz, cosz, sinhz, etc sont
développables en série entiere sur R.

Plus sophistiqué, on peut également écrire

5411 est inutile de chercher 3 prouver une quelconque convergence normale ou uniforme.
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Proposition : Si f € C]—1,1] et si il existe une fraction rationnelle r telle que
VYn > 0,Vz € |-1,1], ‘f(") (;c)‘ <r(n).n!

alors f est développable en série entiere et est égale & son développement en série entiere sur |—1, 1]

Preuve . On écrit cette fois que

Vz € ]-1,1], f(a:)—zn:%mk <r(n+1).)z/"" =0
k=0 )

d’ot1 le résultat. O
L’utilisation du reste intégrale est parfois nécessaire mais le plus souvent, la
majoration de la dérivée f("+1) sur le segment [0, z] suffit pour montrer I'existence
du développement en série entiére.

C. Par utilisation d’une caractérisation (équation différentielle le plus souvent)
Une troisieme méthode pour montrer qu’une fonction f est développable en série
entiere consiste & utiliser le raisonnement suivant :
e On trouve une propriété P telle que P (g) = f = g. Le plus souvent ce sera
une équation différentielle avec des conditions initiales.
e On cherche une série entiere 3% a,,2” de rayon R > 0 telle P ( e anz").
On en conclut que f et la série entiére coincident sur le disque de convergence
(ou sur |—R, R])
Premier exemple : Ainsi considérons f(z) = (1+2)” avec @ € R. f est
Punique fonction Co, |—1, 1[ vérifiant

pw={ Sy

Soit une série entiere g (z) = 3.1 a,.2™ de rayon R > 0. On a

9(0) =ao
1+2).9 () —ag(x)= ::(’) ((n+1).ane1 + (n—a).a,) .z
donc g vérifiera P (g) si et seulement si

n—o
n+1’

ap=1et apy1 = — an

ce qui définit une unique suite (a,). Or, pour cette suite,

. An41
lim —*tL —1
n—-+oo (7%

donc la série entiere E:i% an.x™ est de rayon 1 et vérifie la propriété P. On
en déduit que (1 + z)* est développable en série entiere sur ]—1,1[ et que les
coefficients de son développement en série entiere sont donnés par la suite vérifiant

n—a
n+1°

ap=1letapy; = — an

Parfois le développement en série entiere et son rayon s’obtiennent de facon plus
compliqué. Ainsi, considérons Deuxiéme exemple : la fonction tanz. Ca-

ractérisé par
_[y(0)=0
rw={ 1070




3.1.
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On obtient que la seule série entiere vérifiant P (y) est Z::()) an-x" avec a, donné
par

1 n
ap=0,a1 =1letVn > 1,a,41 = n—H-kZ_Oak-an—k

Une récurrence simple montre que Vn > 0, a,, € [0, 1] et donc le rayon de la série
entiére est au moins de 1. On obtient donc

+oo
tanx = Zan.w” , ) <1
n=0

Mais la valeur 1 n’est pas optimal.

tan(™ (0) .. .
Cependant, sachant que a, = — 5 on peut écrire pour tout x € [0, 5[
n!
n n
tan("t1) (y
tanz = E ag.z® + Tl)(!)'xnﬂ > E ap-T"
k=0 k=0

puisque les dérivées de tan sont toutes positives sur [0,Z[. Donc, pour tout

z € [0,%[, la série Y _, ax.2* est majorée indépendament de n par tanz et
+oo

donc converge. Le rayon de » /—) a,.z" est donc au moins égal & 7 et on peut
écrire
+oo
n 0
tanz = E an.z", |z| < =
2
n=0

Le fait que tan z soit non borné au voisinage de 5 permet par ailleurs de conclure
que tan ne peut coincider avec une série entiere de rayon R strictement supérieur
N T +o0 n pis
a 5 et donc que le rayon de ) '~ a,.z" est exactement de 7.

3. ESPACES DE HILBERT
Formes hermitiennes, espaces de Hilbert.

1. Produit hermitien

Dans ce qui suit, E est un K espace vectoriel (K = R ou C).
Définition : On appelle forme hermitienne sur E une forme ¢ de E x E vers K vérifiant
vxl;m%y € E,CI) (xl +$2ay) =@ (xlay) + (I>($2,y)

Vz,y € E,;VA € K, ® (z,\y) = A\.® (z,y)
Va,y € E,® (z,y) = @ (y,2)

Exemple 39. Pour E = C", on définit
®(z,y) = XL.AY ot A€ M (n,C), X =[z],Y =[y]

& ainsi définie est hermitienne si et seulement si A vérifie At = A soit A* = A.

b
Exemple 40. Pour E = Cy[a,b], on définit ® (f,g) = J f(t).g(t).h(t) dt est hermitienne
dés que h est a valeurs réelles. ¢

On a Vz € E, ®(z,.) € E*, par contre ®(.,x) n’est pas linéaire lorsque K = C puisque
vérifiant ® (\y,z) = \.® (y,z) .® (., z) est dite forme semi-linéaire sur E.

On peut déduire de ® (z,z) = @ (z,z) que @ (z,z) € R. Cela est & lorigine de la définition
de la norme :
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Définition : Une forme hermitienne sur £ définit un produit scalaire dur F si et seulment si
elle est définie positive i.e ssi

Vz € E,® (z,x) > 0 (positive)
Vi€ E,® (r,2) =0 & z =0 (définie)

On notera dans ce cas ® (z,y) = = | y ou encore z.y.

Définition : Un espace muni d’un produit scalaire est dit préhilbertien, plus précisement :
e préhilbertien réel si K =R

e euclidien si K = R et dimg (E) finie

e préhilbertien complexe si K = C

e hermitien si K = C et dimg (E) finie

Exemple 41. Dans I’ exemple ci dessus, ® (x,y) = Xt.A.Y définit un produit scalaire ssi A
est définie positive i.e ssi A a ses valeurs propres réelles positives non nulles.

b
®(f,g9) = J f(t).g(t).h(t) dt est un produit scalaire sur Cy [a, b] avec h continue ssi h positive

et {z € [a,b],h(z) = 0}= 2.

2. Norme euclidienne

Théoréme : Soit (z,y) = = | y un produit scalaire sur E, alors

E - R
z = |zll=Vz|z

définit une norme sur E. On a de plus

Vr,y € E, |z | y| < ||zl -[lyll (Schwarz)

Vee E,x|z>0

VeeE,z|z=00z=0 . Considérons pour z,y € E

Preuve . Par hypothese, {

P(t)=(z+ty) | (x+1ty)

On a
P)20etP(t)=z|z+t(z|y)+ti(y]|z)+ti(y]|y)

Soit @ I'argument dans C de x | y, posons t = u.e~* ol u réel, on a

P(t)=Q) =a|z+2ule|yl+u(y]y)

Le trinéme @ étant toujours positif et & coefficients réels, on en déduit que son discriminant
est nul soit

(|2 1y)* = (z|2).(y|y) <O

dou |z | y| < ||z]|-|ly]|- I en découle que z — /z | = est une norme sur E, I'inégalité trian-
gulaire résultant de I’inégalité de Schwarz. O

ExE—K

Remarque : L’inégalité de Schwarz montre que ’application (@y) > o | y est continue.
7
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Proposition : Soit z — ||z|| une norme sur E, || || sera une norme euclidienne (i.e dérivée d’un
produit scalaire) ssi | défini pour z,y € E par

2 022 2_\lp—yll2 .
oly llz+yll an Igll® _ llztyll 4Hz v i K =R
= 2_ a2 12 g —iull? .
lz+yll2—[lz—yll +z;1|\z+w|| illz=iyl” ¢ g — C

est un produit scalaire.

Proposition : Egalités remarquables :

e Parallélogramme : ||z + y||> + ||z — y|” = 2. (||:L"||2 + ||y||2)

o 2
e Médiane : ||z —a|®> + |ly — a|)* = Lz - ylI” + 2. ||%y - aH

e Pythagore : Siz |y =0, ||+ yl|> = ||=|* + ||lyl|* (La réciproque n’est vraie que lorsque K = R..)

3. Espace de Hilbert

Définition : Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien de Banach.
Exemple 42. E=C" munidez |y =Y ;_, T;.y; est un espace de Hilbert.

Exemple 43. De méme, considérons E = I, (N) espace des suites complexes de carrés som-
mables. Pour u,v € F, posons
+oo
ulv= Z Uy -Un
n=0

On vérifie que E est un espace préhilbertien.

En effet, soit (up) une suite de E définie pour p donné par ses termes up,,. On suppose que
(up) est de Cauchy. Montrons qu’elle converge dans E.

On a
+oo
2 2
Vp,q € N, lup — ugl|” = Z [up,n = Ug,nl
n=0
d’ou

Vn € N,Vp,q € N, upn — ugn| < |lup — ugl|

Pour n donné, la suite (up,n)pEN est de Cauchy dans C donc convergente. Notons v, =
limp, 4 oo Up,n. La suite (v,) appartient & E. En effet, pour tout entier N, on a

N N
Z |'Un|2 = EI_POO Z |up7n|2
n=0 P n=0

Or Egzo lupn|” < |Jupll” < M puisque Ia suite (up) est de Cauchy donc bornée par un réel
M. La série Y |v,|” est donc convergente et (v,) € E.
Soit € > 0.

3q tel que Vp,p' > q, [lup —uy|* <e

Entre autres on a VN € N,Vp > ¢

—+oo —+oo —+oo
2
Z [up,n ? < Z |“q,n|2 + z 2. [up,n — Ug,n| - [tg,n| + [Upn — tgn
n=N-+1 n=N+1 n=N+1

soit comme

+0o0

+o0o
Z 2. [upn — ugn - [Ug,n] < Z 2. [up,n — Ugn| - [tg,n| < 2|lup — ugl| - [|ugll
n=N+1 n=0
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+oo
Z |“p,n| <e+2Mye+ Z |“q,n|
n=N+1 n=N+1

On a d’autre part pour un p > q

+oo N +oo
[lup — ””2 = Z [up,n — Un|2 < Z [up,n — ”n|2 + Z |up,n|2 + |Un|2
n=0 n=0 n=N+1
soit
+oo
||“p_U|| ZWP, +5+2M\/—+ Z |uq,n| Z |'Un|2
n=N+1 n=N+1
Les suites u, et v sont fixés une fois € donné. Soit N tel que
+o0 +oo
D fugnl*<cet Y jual*<e
n=N+1 n=N+1
Pour ce N, on a
N
lim Z |upn — vn|2 =0
p—r—+oo
n=0

donc 3q' tel que Vp > ¢, Zg:o [up,n — vn|2 < &. On obtient

Vp > max(q,q'), |lup — 0|’ <&+ e+2MyeE+e +e¢ soit 4e + 2M+/z

On a bien limp_, 4 o ||up — v|| = 0. E est bien complet. C’est un espace de Hilbert.

Exemple 44. On montre de méme que L, (I) est un espace de Hilbert. La preuve est un peu
plus compliquée et nécessite les outils de 'intégrale de Lebesgue..

Soit (fy) une suite de Cauchy de Lo (I). On a

Ve > 0,3ng = 0,VYn,p > no, || fn — foll <e

=

ot ||f|l = (L |f|2) . On en déduit Pexistence d’un suite extraite (fq(n)) telle que

20, || fagnin) = famll < 55

. ’ +
Considérons gn = Y p_o |fatkrr) = fatty| €t 9 = Y020 [ Fath+r) — fatr)| = SUP,cN gn- On
peut écrire puisque la suite (g,) est croissante, g = limy, 400 gn = liminf,, 1o gn

+oo
1
2 2 _
o=t < 2w 552
On en déduit que g < +oo presque partout sur I, la série
+oo
fa@) (@) + ) fager1) (@) = far) ()

k=0

est donc absolument convergente presque partout sur I Soit f la limite de cette série. On a
donc f (z) = lim,_s4 o0 fa(n) (¥) et donc

1f (@) = fp@)]> = lm_|fam) @) = f ()| = liminf | fan) (2) — f ()]

n—+o00 n—-+o00



Cours d’Analyse Premiére année économie ENSAE page 110

Le lemme de Fatou permet d’écrire

. . 2
L \f = fl? < liminf L faty — fol

n—+4o0o
soit d’une part f — f, € Lo (I) pour tout p, et donc f € Ly (I),
”f - fp” < }}Ln_}_rég ||fa(n) - fp”
d’autrepart. Soit € > 0,ng tel que

Vn,p = no, ||fa — foll <e
On obtient
Vp 2o, ||f = foll <e
et f limite de (f,) dans E = Ly (I) ,|| ||

Exemple 45. Prenons E = C[X] muni de

+oo
PlQ=) anb,
n=0

La suite .
Xk:
=250
k=0

est de Cauchy mais ne converge pas, E bien que préhilbertien n’est pas de Hilbert.

3.2. Orthogonalité. FE est un espace de Hilbert, on note z | y le produit scalaire.

1. Relation d’orthogonalité
Définition : Soit z,y € E; A,B C E, on dit que
e z 1 ysietseulementsiz|y=0
ez | AsietseulementsiVye A,z Ly
e A | B sietseulement siVy € A, x | B soit ssiVx € A,Vy € B,z L y

Définition : Une famille de vecteurs est orthogonale si les vecteurs sont orthogonaux deux a
deux. Elle est orthonormale si de plus les vecteurs sont de norme 1.

Ainsi, dans I; (N) vu plus haut, la famille {(63), .y ,» € N} est orthonormale.

Exemple 46. Si E = D espace des fonctions continues par morceaux, 27 périodique et

vérifiant
gt
2
muni de
2 _
flg= J fg
0

(espace de Dirichlet (°°)), la famille {t — e'™,n € Z} est orthonormale, la famille {t — 1;t — cos (nt) ;¢ — sin (nt)
est orthogonale mais non orthonormée, on a pour n > 1, ||cos (nt)|| = [|sin (nt)|| = 1

Remarque : Une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Proposition : Siz Ly, alors || +y||> = ||z||” + [ly||” (la réciproque n’est vraie que si K = R)

55yoir le cours sur les séries de Fourier
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2. Orthogonal d’une partie
Définition : Soit E un espace de Hilbert, A C E, on appelle orthogonal de A I’ensemble

At ={zeEz 1A}

On notera zt = {z}"*

Exemple 47.
] @J‘ = 6J‘ = E

. B+ = {0}

Théoréme : Si A C E, A est un sous espace vectoriel fermé de E

Preuve . On a A+ = Ngcaz. Montrons que Vz € E,xz" est un sous espace vectoriel fermé
de E.
On a z+ = ker(z | .) avec (z | .) € E* donc z1 est un sous espace de E. Comme

Vy € E, |z |yl < |l=]] - [lyll

(z | .) est continue et 21 est fermé. O

Proposition : (relations d’inclusion) On a

AcB= Bt cAt

AL = (4) = (4) = At
A Aet (A) C AL

Preuve . La premiere inégalité est claire.
Comme A est inclus dans A et (4), on a AL et (4)" inclus dans A~+. Orsize A+, ACker(z].)
qui est un sous espace vectoriel fermé de E. Contenant A, il contient A et (A) d’ou le résultat.

On a clairement A C AL+, De A+ = (A)* = AL, on déduit le résultat. O

3.3. Projection.

1. Projection sur un convexe fermé

Théoréme : Soit E un espace de Hilbert, C' un convexe fermé non vide de E, pour tout x de E,
il existe un unique point ¢ de C vérifiant

|z =l = d(z,C)

c est appelé projeté de z sur C et noté pc (z) .

Preuve . Considérons n € N,

1
Ayn d 2<lyn —2z|* < d 2y -
yn € C, d(z,C) llyn — z||” < d(z,C) ——]

Pour n,m € N, comme z = 1. (y, + ym) € C,on a
d(z,C) < [lz — 2|

or I’égalité de la médiane donne

2 1 2
lz - 2|I” = 3. (Ilw = all® + llz = ymll” = 5- lvn = yml|

DN | =
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d’ou .
2 2 2 2
o =l = 4 (3 (b =l + iz = v ) = o =21

1 1

2

— < 2. + —
lyn — ymll” < (n 1 1)

soit

La suite (yp) est de Cauchy donc convergente puisque E de Hilbert. C est fermé donc

c= lim y,eC
n—-+4oo
¢ vérifie de plus
2 . 2 2
— = 1 — =
= el = lim_llz = ynl* = d(z,C)

d’ou ||z — ¢|| = d(z, C) .(c est un projeté de z sur C).
Soit ¢’ un autre projeté de x sur C, on a
2 1 2 2 c+d
le = ¢II* = 4. (5. (lle = el +1le = ¢II") = :

€T —

2

et doncc=c.0O

Proposition : pc (z) est 'unique point ¢ de C vérifiant

Vze C,Re((z—¢) | (z—¢)) <0

Preuve . Pour z et ¢ dans C, posons
2 2
gt)=llz—(tz+ 1 —=t))|I" = [lz — ]
On a ¢ = p¢ () si et seulement si
Vze C,Vt€[0,1],g(t) >0

Or
g@t)=|lc— z||2 42 —2Re((z—c)| (z—¢)) .t

Donc g positive sur [0,1] équivaut a
Ve e[0,1,], le—z|" t—2Re((z—¢) | (z—¢)) 2 0

Soit Re((z —¢) | (z—¢)) £0O
Remarque : On peut remarquer que cela entraine en conservant les notations ci-dessus

2 2 2 2 2
Iz = 2|I" = llz = cll” + [le = 2[” = 2.Re((z = ¢) | (z = ¢)) 2 [lz = l|” + [le = 2|

Théoréme : L’application pc de E vers E est 1-Lipschitzienne

Preuve . On apour z,y € E

Ipc () — pe W)II® = lIpc (@) —z+ 2 —y +y —pc ()|
soit ) ,
llpc (x) —pc W)|I” = llz —yl|" + A

avec
A=lpc(z)—z+y—pc @I’ +2.Re(pc () —z+y—pc(y) |z —y)
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soit comme

po (@) —z+y—pc(y) | z—y=—|pc (@) —z+y—pc @I+
~po(z) —z+y—pc(y) | pc(z) —pc(y)
A=—|pc(z)—z+y—pc @ +2.Re(pc (z) =z +y —pc (v) | pe () — pc (y))

A <2.Re(pc (z) —z | pc (z) — pc (y)) +2.Re (y — pc (y) | pe (2) —pe (y)) <O
et le résultat. O
Remarque : Si C contient au moins deux éléments z,y, on a pour ces deux éléments
llpc (z) = pc W)l = llz -yl
et donc po n’est pas moins que 1 lipschitzienne.

. Cas des sous espaces fermés

Les sous espaces de E sont clairement des convexes pour lesquels on pourra définir une pro-
jection lorsqu’ils seront fermés.

Proposition : Soit F' un sous espace fermé de F, la projection orthogonale pr de E sur F est
linéaire continue. Elle est caractérisée pour x € E par

y=pr(@)©y—aLF

Preuve . F étant convexe fermé, py est bien définie. Soit z € E et y € F, on a
y=pr(z) & lly—zl|=d(=F)
Siy € F vérifiey — xz L F, on a d’aprés 1’égalité de Pythagore
Vz € F,llz—al* = llz —ylI* + ly — =l* > lly — =||”

puisque z —y € F.Onadoncy —z L F = y = pr ().
Réciproquement, si y = pr (z), on a

Vz € Fllz—z)* > lly — =
Soit z € F,on at € C,
2 2
Itz +y) —=lI” > lly — =l
d’ou
421217 + 2. Re (7. (= | y — 2)) > 0

Soit en prenant ¢t = u.e!*8(:[¥=2) ayec u € R
w? ||2l* + 2u. |z [y — 2 > 0

et donc |z |y —z| =0soit y —z L F.
On en déduit que

Vz € E, pr(z) € F et x — pp (z) € F+
d'ot FE@ F*+ = E et pr = ppyp+ projection sur F parallélement & F*. Cela entraine entre
autres la linéarité de pr. Sa continuité découle de la continuité des projections orthogonales. O
Remarque : La continuité des projections et le fait qu’elle soit au moins 1 lipschtzienne nous
indiquent que soit F' = {6} et prp =0, soit F' # {6} et ||lpr|| = 1.

Théoréme : Si F est un sous espace fermé de E, on a

F@FLzEetFLsz
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Preuve . De FNFt = {6} , on déduit F @ F*. Le reste découle de pp = pp|pL. O
On a de fagon générale lorsque FEQGEP H = E
Pric@u = PFIG°PFr G|

Cela permet d’écrire si G est un sous espace fermé de F' lui méme sous espace fermé de F, en
notant p; la projection orthogonale si G' dans le Hilbert F'

PG = Pg © PF

Cela se généralise au cas ou G est un convexe fermé de F'.

Théoréme : Soit F' un sous espace fermé de E, C' un convexe fermé de F alors si p, est la projection
dans le Hilbert F' sur C, pc est la projection dans le Hilbert E sur C et pr la projection sur F' dans
E,ona

PC =Pc O PF

(*%)

Preuve . Remarquons que p, est la restriction de pc a F. Soit z € E, notons z' = pp (z),
il s’agit de montrer pc (z) = pl, (z') soit pc (z) = pc (2') . Notons y' = po (2') . Pour montrer
pc (x) =y, il suffit de prouver d (x,C) = ||x — y'|| soit puisque y' € C, d (z,C) = ||z —¥'|| -
Soit z € C, on a

2 2 2 2
le —2]" = ll(z —2") + (" = 2)II" = [l = 2" + [l — 2|

puisque z —z' L 2’ — 2z (' — 2 € F et x — ' € F1). Par définition de y’, on a
2" = 2| > [|l=' — ¢/l
On peut donc écrire
le = 21 > lle = 2'|I* + |12 = /II* = ll= = '|I"

d’ou
Vz € Cllz =2l > [lz = ¢/l et donc d(z,C) > |lz — /||

Cela prouve le résultat. O

3. Dual d’un Hilbert, hyperplans

Nous avons vu que si f une forme linéaire, f est continue ssi I’hyperplan H = ker f est un
fermé de E. Ce qui précede donne une relat ion entre un sous espace fermé et son orthogonal
(de dimension 1 dans le cas d’un hyperplan). La réunion de ces résultats donne le théoréme
treés important suivant qui permet d’identifier un Hilbert et son dual continu en associant une
forme linéaire et un vecteur orthogonal & ’hyperplan qu’elle définit.

Théoréme : Soit E un espace de Hilbert, I'application

E —» FE
a — (al.)

est une isométrie. Plus précisement, si f € E', il existe a € E tel que
Ve e E,f(z)=al|x

On a ||a|| = ||f]| et ker f = a*

56ce théoreme est parfois appelé théoréme des perpendiculaires.
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Preuve . Sia € E, lapplication z — (a | .) (z) = a | = est bien une forme linéaire. De

Vz € E,[(a].)(z)] = |a|z| <|lal|. ||z et

(@] .) (@)l = la|al = la]-[lal

On déduit [|(a | .)|| = |la||l- On a bien de plus ker (a | .) = a*.
Réciproquement, soit f une forme linéaire sur le Hilbert F, comme

f € E' (i.e f continue) & H = ker f est un fermé

Ce qui précede indique que si H fermé, H- @ H = E. Or dimg H' = 1 donc il existe un
vecteur o tel que H = (z) . Soit alors = € E, il existe A € K tel que

z = py (x) + \xo car z — py (z) € H*

d’on
f (@) =f(pu (z)) + A.f (z0) = A.f (z0) d’une part
Zo | & =20 | prr () + A (0 | 20) = A ||zo|” d’autrepart
Finalement
Zo | . x
f(z)= o | 5-f(z0) =a|zoua= A 02).530
llzol| l|lzoll

Un tel a est bien unique, soit a,a’ € E convenant, on a

lall = lld'l| et Vo € E,a|z=d'|=

d’ot at = a't donc att = @'t et a,a’ colineaire. De a | a' =a | a on déduit a = a'. O
b

Exemple 48.

e Les formes linéaires continues sur lo (N) sont les formes linéaires données par
+oo
(up) — E Up, U,
n=0

ot (v,) € I (N).
e Les formes linéaires continues sur E = Lo (I) sont les formes définies par

A= o
avec g € Ly (I). (°7)

Remarque : De (Aa+pub) |.) = A(a|.)+a(b|.), on déduit la semi-linéarité de ® et sa
linéarité lorsque K = R.

4. Sous espaces de dimension finie, application (Fourier)

Les sous espaces de dimension finie de E sont des sous espaces fermés de E, si F est un tel
sous espace de E et si Br est une base de F', ce qui précede permet d’écrire

F* =By

57Cela se généralise aux espaces Ly (I),p > 1. Si A est une forme linéaire continue sur Ly, (I), il existe g € Lq (I)
avec %4— é =1 tel que

Af:J g.f
I
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Notons Br = (e1,--+,¢en). Soit z € E, y =Y, yi-€; € F, y = pr (z) si et seulement si

y—z 1 Bp
soit

Vie{l,---,n},e;|ly=e;|z

Notons G = [e; | ej];zllz ,onay=pr(x) ssi

Y er|z

G| | = :
Yn en |

Ce résultat est remarquable lorsque la base est orthonormée, on a alors G = I,,. Cela se traduit
par la proposition

Proposition : Soit F' un sous espace vectoriel de dimension finie de E, Br = (e1,---,€,) une
base orthonormée de F', la projection orthogonale d’un vecteur z de E est donnée par

pr () = Z (i | T) .€;

k2

De ||pr|| = 1, sachant la base orthonormée, on en déduit

Proposition : Sous les notations ci-dessus, on a

2 2 2
llpr (@)II” = 2?221 lei | 2" < Il \
d(z,F)" = llz — pr @)|" = llell” = XL, lei | ]

Cela est important lorsque 1’on considére une famille orthonormée de vecteurs {e,,n € N} (%)
en appliquant ce qui précede aux espaces F,, = (eg,---,en),n € N. La projection d’un vecteur
x de E sur F), est le vecteur

n

sn (z) = pF, (z) = Z ¢k (z) e, avec ¢ (x) = e | x

Les coefficients ¢, (x) sont appelés coefficients de Fourier de z relativement a la famille {e,,,n € N}.

Ils vérifient

n
Vn €N, ek (2)]” < [l
k=0

On en déduit 'inégalité de Bessel :

+o0

> len @ < llell®

n=0
Cela entraine la convergence dans E de la série 3" ¢,, () .e,,. En effet, on a

n+p

sn (@) = snsp @I° = D lex (@)

k=n+1

580u {en,n € Z} (indexée sur Z et non sur N) comme dans I’espace de Dirichlet
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et (sn (2)) est de Cauchy. Si s =" ¢, (z).en, on a

“+oo
s€UF, ,VneN, z—s L Fyet |lz—sll=,|lzl® =D len (2)
n=0
Si UF, = E, on déduit s =z = :2% cn () .en. Tout cela est illustré dans la décomposition

de Fourier des fonctions périodiques sur R.

Exemple : Séries de Fourier d’une fonction 27 périodique. .

. Espace de Dirichlet, coefficients de Fourier

On a vu que D espace des fonctions continues par morceaux, 27 périodique et vérifiant

AR
f="=
muni de
27r_
f|g=J [y
0

est un espace préhilbertien. Ce n’est pas un espace de Hilbert dans la mesure ou il n’est pas
complet. Cependant, il offre un cadre pratique.

Dans cet espace, la famille {t — e, n € Z} est orthonormale, la famille {t — 1;¢ — cos (nt) ;¢ — sin (nt) ,n > 1}
est orthogonale mais non orthonormée, on a pour n > 1, [|cos (nt)|| = [|sin (nt)|| = 3

Définition : Soit f € D, on définit les coefficients de Fourier de f par

en(p=em g =on | 10

2 J_

an () = 2. (cosnz | f) = Hj (1) cosnt dt

1

by (f) =2.(sinnz | f) = - J.ir f (@) .sinnt dt

On a immédiatement

an (f) = cn (f) + c=n (f)
et
bn (f) =i(cn (f) —con(f))

Appelons P, ’ensemble des polyndmes trigonométriques de degré inférieur & n et P ’ensemble
des polynomes trigonométriques, on a

P=U, NP = <ei"z,n € Z) = (cosnz,n € N; sinnz,n > 1)
la projection de f sur P, est
— - ikr __ ao (f) - .
Sn (f) = Z ek (f) . = —+Zak (f)-coskx + by (f) .sinkz

2
k=—n k=1

de norme

1Sn (Nl =

> en (I

k=—n

- @ + (Z lar (NI +D b (f>|2>
k=1 k=1
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2. Propriétés des coefficients de Fourier, inégalité de Bessel.

On peut déja remarquer que les fonctions f — ay, (f),bn (f) et ¢, (f) sont linéaires.

Proposition : (Bessel) Les séries 307 |ex (F)?, 342 lan (F)7 et 3232 b, (f)|? convergent,

on a
'S SN U L
< —.
> lalnl <[ 11
k=—o0
et

ol (St + S ) < [ 2
2 n=1 " n=1 ! s -

On peut en déduire des propriétés simples :

Proposition : Les coefficients de Fourier d’une fonction convergent vers 0 quand n tend vers +o0
(ou —oo dans le cas de ¢, (f)).

Par ailleurs, 'expression méme des coefficients de Fourier permettent d’écrire

Proposition : Si f € D,on a

len (N < 1 fllo 5 lan (DI < 1fllso 5 1o (DI < N fll

Cela nous donne en fait la continuité des applications f — a, (f),b, (f) et ¢, (f) pour la
norme infinie.

Une propriété importante est le lien entre ¢, (f) et ¢, (f'), si f est continue et de classe C;
par morceaux, en posant
_ [T @)+ 7 (2)

!
x
7' (@) .
lorsque f non dérivable en x, une intégration par parties, possible puisque f continue, donne

cn (f') = in.ca (f)

soit encore

On a de méme

Proposition : Si f € D de classe C_1 et C} par morceaux, on a pour tout / compris entre 0 et k

ea (£0) = (in)' a ()

soit

s, (f(l)) =3, (f)(l)

On en déduit comme ¢, (f*®) = 0 (1) quand n — %00 que ¢, (f) =0 ().
Entre autres, si k > 2, la série
— - itz _ G0 (f) S .
S (f)(x) = Z ce (f) €7 = ——= +Zak (f) .coskx + by, (f) .sinkz

2
k=—n k=1

est normalement convergente sur R, les coefficients étant des o (#) .Celas’étendaucask =1
en remarquant que

S len (9l < <2 %)(Z In-cn(f)l2> < (ff %)(fwu»ﬁ)

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
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et la série 37 |e, (f)| est convergente. Il en est de méme de Y%, |cn ()], la série
:io_oo len (f)| est convergente et S, (f) est normalement convergente. Il reste & montrer

que dans ces cas elle converge vers f.

. Théoremes de convergence.

Tout ce qui précede est général et pourrait s’appliquer a n’importe quelle famille orthonormée
de D. Il nous reste & montrer que dans le cadre choisi, la série de Fourier d’une fonction
caractérise cette derniere. Pour cela, il faut prouver que connaissant les coefficients de Fourier
d’une fonction, on connait cette fonction.

(a) Théoreme de Parseval.

Il n’est pas nécessaire pour cela que la série de Fourier converge simplement ou uni-
formément en tant que suite de fonctions. Nous avons vu qu chapitre précédent que
dans Pespace préhilbertien D, la suite (S, (f)) était une suite de Cauchy (conséquence
de 'inégalité de Bessel). D & priori n’est pas complet (de Hilbert) donc on ne peut savoir
si la suite converge. Le théoreme de Parseval permet d’affirmer que cette suite converge
vers f. Pour prouver cela, il suffit de montrer que d (f, P,) tend vers 0. On va donc
construire pour f € D un polynéme trigonométrique @, de degré n tel que ||f — Q||
converge vers 0. L’inégalité

If = Qnll Z d(f, Pn) = |If = Sn (H)l

permettra de conclure. Ce résultat repose sur le produit de convolution, particulierement
utile pour les approximations de fonctions :

Lemme : Soit f € D, on pose

@@= | 10 (“f(”"t)) it

¥y 1 n
In:J' (+2cost> &

alors ||@, — f|| converge vers 0 i.e (Q,) converge vers f dans D

avec

Preuve . Remarquons que

1 J"r 1+ cosz.cost —sinz.sint
ro-(
-

Qn(z) = — 5 )n dt € P,

et que puisque £t > 0 non identiquement nulle sur [0, 2x], I,, > 0.

Le changement de variable u = z — t donne en remarquant que l'intégrale se fait sur un
intervalle de longueur une période :

W@ =1 fa-w. (”T“) du

On peut noter que si M majore |f| sur R, on a
I, .
|Qn (2)] < I_M soit M
n

Comme

f@=pi@=1| 1. (“T“) du

on a

1 n
+;zosu> du

W@ -f@ =1 (e-w-s@).(
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Or par symétrie

0 n T n
I_n:J 1+ cost dtzj 1+ cost dt
2 ), 2 0 2

fay= L@@ (‘”);Ff_ (=) _ i (J: (H;O”)”.ﬁ (2) dt+r (HZCO”)”.f (2) dt)

0

aw-r@=r ([ (22 ve-0-rr@) ar[ (M=) ge-0- @) @)

0

Soit € > 0, il existe a > 0 tel que
Vtel0,of,|fx—t)—f (z)| <eet |flz+t)—fT(2)] <e

On obtient si M majore |f| sur R

0 n
Jﬁ ( 1+(éos t ) dt

0 n
1+ cost .
J ( : ) (fla—t) - f+ (@) dt‘gs. - +2MM. -
—T n n
soit 0 n 1+ n
1 COosS o
TSN (f@—t) - (@) dt| < e o (552)
o 2 2 I,
de méme
T /1 + n 14cosa\™
0 2 2 I,
Finalement
(1+?osa)"
Qn (@) — ] (@) < & +4M.A 2
n
Or on a _— N .
+ cos U
I, = J—n ( > ) dt = J—n cos>™ 3 du
soit
/2 3
I, > J 2.cos?™ u du = 4.J cos>™ u du
—m/2 0
finalement .
2
> 4. 21 . si i
I, >4 L cos“™ u. sinu du soit 1
Donc " n "
COos 1
w52 oy (LEse
I, 2

de limite nulle. II existe donc ng € N tel que
Ve € RYn > no,|Qn (z) — f(2)] < 2.
Finalement

lim Q. (z) = f(2)

n—-+oo
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Comme |Q,, (z) — f (z)|° < 4M?2, le theoréme de convergence dominée permet d’écrire

lim [ 1Qn (2) = f (2)|? dz =0

n—-+00

et donc (@) convergente vers f dans D. O
On peut maintenant énoncer

Théoréme : (S, (f)) converge vers f dans D, on a donc

im ||Sn (f) = fll=0

n—-+4o0o
soit
+oo ) |a0|2 oo ) +o0 ) 1 T )
> P =1 (L lan O+ X ) = [ 1]
k=—o0 n=1 n=1 -

(égalité de Parseval)

Preuve . Comme on l’a vu plus haut

If = Qnll Z d(f, Pn) = |If = Sn (Nl

et donc lim,, 4 ||f — Sn (f)|| = 0. Le reste en découle. O
Ce théoréme est important car il permet d’affirmer la correspondance biunivoque entre
les fonctions de D et leur série de Fourier. 1l est & la source d’égalités importantes :

Exemple 49. Pour f (z) = T52% sur |-, n| 2r périodique, on obtient

1
an, =0,b, = —
n
d’ou
SO
= —
—n 6

En appliquant ’égalité de Parseval & f (x) = €** sur |—m, n[ 2w périodique, on obtient

n i
T a—in
et
f 1 masinh (2ar) — 2sinh? (an)
—n’+a’ B 4a? sinh® (ar)

+o00 1

La fonction f (z) = €' sur |—m, n[ permet de calculer Y>> T

(b) Convergence uniforme de la série de Fourier
Une conséquence importante du théoréeme de Parseval est le théoreme suivant :

Théoréme : Si f € D est telle que sa série de fourier (S, (f)) converge uniformément sur R vers
une fonction g alors f = g.

Preuve . En effet, le théoréme de Parseval permet d’affirmer que si Vn € Z,c, (f) =
¢n (g) alors f = g. Or, on a d’une part

Vn > [pl, ¢ (Sn (f)) = Sn (f) €% = ¢, ()

(puisque S, (f) est le projeté de f sur P,), d’autre part
lep (Sn (£)) = cp (@) < 1Sn (f) — glloe = 0




Cours d’Analyse Premiére année économie ENSAE page 122

On en déduit limy,_y 4o ¢p (Sn (f)) = cp(9) puis ¢p (9) =cp (f) et f=9. 0
En gros, cela permet le ”c’est d’autant plus vrai que ¢a marche” : Ainsi, pour la fonction

f (z) = /|z| sur [-m, 7] 27 périodique, les coefficents de Fourier sont
VT
3
et
2 ™
an = —J Vt.cos (nt) dt
T Jo
soit —
.cos
a, = —J 4 = (w) du
™ Jo n2
o nr o [ sinu T sinu
u.cos (u) du = |Vu.sinu|, — du = — du
J, VEeostw) du= [asmaly” - [T =[50
+oo
convergeant vers — 52‘% du (soit —@). On a donc a, = O (#) et la série de

Fourier converge normalement donc uniformément sur [—, 7] et sur R (par 27 périodicité)
et elle converge vers f, entre autres

+o0 nw
2 .
VSCE[O,W],\/E:@-‘F E (;J wdu).cosnx
n=1 0 nz

ou encore

+o0
VmE[O,ﬂ],\/_:ﬁ—Z<

" sinu
3 du | .cosnx

0 71'\/1_1/

Un cas particulier est celui ou f est continue et C; par morceaux, on a vu dans ce cas
que la série S, (f) est normalement convergente. Ce qui préceéde permet de montrer que
elle converge normalement vers f. Cela se résume en le théoréme suivant utilisé dans la
plupart des cas :

n=1

Théoréme : Si f est continue, C; par morceaux et 27 périodique, la série de Fourier de f converge
uniformément vers f.

Cela peut étre affiné au cas f lipschitzienne. En effet, supposons que f vérifie
3k 2 0,Vz,y € R, [f (z) — f (W) < k- |z — g

posons pour h > 0, g(z) = %}M, g€ D et

1 (™ fx+h)—flz—h) _in.
Cn (g) = %J o e dr
soit . _ )
Cp (g) = m (J f (ZU + h) e T o J f (g; — h) e déL')
t
e 1 ) w+h ) ) a—h .
cn(9) = — emhj f(z).e” " do — eﬂth f(z).e"" d
4hm wth o
Finalement

isinnh

cn (9) = cn (f)- h
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Or la série 3 |en (9)|° est convergente vers o= J lg|*. De |g| < k, on déduit que

q I
1
Wh> 0.0 0, Y e @ < o | lol <R
n=—p -
soit
1smnh

en (

Vh > 0,Vp,q > 0, Z

n=—p

o
En faisant tendre h vers 0 (& p, ¢ fixés, k étant indépendant de h), on a

Vp, q Z e (f S k?
n=-p
et la série 3°7°°  n2. e, ( F)I est convergente. La encore de

> len (NI < (Z n%) : (Z In-ca (f)|2)
n=1 n=1

n=1

on déduit Y-+ |c,, (f)| convergente ainsi que 3°,°° | |c, (f)], la série Zn__oo len (f)| est
convergente et S, (f) est normalement convergente vers f. On peut donc énoncer

Théoréme : Si f est continue lipschitzienne, la série de Fourier de f converge uniformément vers

f.

(¢) Convergence simple, théoréme de Dirichlet
Il s’agit maintenant de dégager des conditions de convergence plus générale permettant
d’obtenir non pas la convergence uniforme (irréalisable des que f discontinue) mais la
convergence simple. C’est le theoreme de Dirichlet qui s’énonce comme suit :

Théoréme : Si f est C par morceaux (non forcément continue et 27 périodique, alors

lim Sy (f) () = f(x)

n—-+oo

autrement dit, le développement de Fourier de f converge simplement vers f.

Avant de passer a la démonstration, on peut noter que le théoréme ne dit pas ”la série de
Fourier converge vers f” mais ”le développement de Fourier converge vers f”. La raison
est simple, prenons I'exemple de f (z) = z sur |—n, 7| 27 périodique, on a successivement

et

La série

n=—oo

n#0
ne converge pas en = 7 (C’est la série Zif_oo % clairement divergente), par contre, la
suite N "7
. n
SN (.Z') — Z L. (;1) eine
n=—N
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valant 0 pour £ = 7 converge en ce point. La nuance disparait si on considere les
coefficients (a,) et (by,) et si on considere S, (f) comme la série

Sn (f) (x) = %T(f)"'iak (f).coskx + by (f).sinkz

k=1

Preuve . La preuve est un peu similaire au théoréme de Parseval : On fait apparaitre
Sp (f) comme un produit de convolution avec une fraction trigonométrique et on montre
la convergence simple en notant que 1’égalité existe pour les fonctions constantes.

Etape 1 : Calculde ) ,__ ei*®

On a . . - ( !
ihe € T —emtT sin(n+g)xr
kzz—ne - 1—ei - sin %2 =@l
Etape 2 : Calcul de S, (f) (z)
On a )
. (N@=Y 5| O a
soit )
Sa(N@ =g | £, M0
. —
et donc
1 (" L
Sn () (2) = 5 L F(8)Quiz—1) dt = L £z —u).Qn (u) du

par changement de variable u = £ — t en notant que les fonctions sont 27 périodiques et
que l'intégrale se fait sur une période.

Etape 3 : Etude de @,. On peut noter que S, (1) =1 donc

LJ'Tr Qn(u) du=1

2 ) _,
@, étant paire, on a

1 (° 1 (" 1
_J Qn(u)duzﬂLQn(u)du=§

2 J_,

Etape 4 (L’argument principal) : Si g est une fonction continue par morceaux sur
[—m, 7], nulle en zéro, et admettant des dérivées & gauche et & droite, on a

. g(x) T ) . g(z) T _
lim .cos= =2.g,(0) et lim .COS— = 0
a:i>0+ sin 3 ¢ 2 94 (0) z—0- sin 3 2 99 ©)

La fonction Sgh(f; est donc continue par morceaux sur [—m,7]. On peut écrire
2

g9(z).Qn(z) = J (32 .cos = . sinnz + g (z).cosnz
sin § 2
et donc si on appelle
h(z) = g(:ﬁ).cosE
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on a
o | 90-Qu®) dt =5 bu(b) +au (o)
(coefficients de Fourier) de limite nulle quand n — +o0.
Etape 6 : De i
% J_ﬂ Q@n (u) du=1
on déduit
— 0 ™
Py = LD - L g )00 dut 5 |5 0 Q) du
Donc
I (",
F@=50(0) @) =5 | (@) = 1@ =) Quw) dutg= | (7 (@) = (@ =) Quu) du
soit L
F@) =52 (N @ =5 900.Qn(w du
avec

[t @) - f(z—u) siue]-m0[
9(“)—{ F(2) = f (x —u) siuelo,n]

f étant de classe C'; par morceaux, g est continue par morceaux et admet des dérivées a
gauche et a droite en 0. On a donc d’apres ce qui précede

lim 1 Jir g () .Qn(u) du=0

n—+oo 27

et donc

lim f(x) = Sn(f)(2) =0

n—-+o0o

(S (f)) converge donc simplement vers f sur R. O

On peut diminuer I’hypothese C; par morceaux mais c’est cette version qui sert dans la
pratique.

3.5. Conséquences, convexes dans un Hilbert.

1. Théoreémes de séparation

Dans ce qui suit, K = R, E est un espace de Hilbert réel. Les théorémes de séparation
s’'interprétent géométriquement comme insérer un plan entre deux parties disjointes. Si ces
deux parties sont des convexes, le résultat, intuitif en dimension finie, est beaucoup plus
compliqué a prouver en dimension quelconque. Le cadre des espaces de Hilbert simplifie
beaucoup les démonstrations.

Théoréme : Soit C un convexe fermé de E et zg ¢ C, il existe un hyperplan fermé affine H
séparant strictement C et g, autrement dit, il existe f € E' et a réel tels que

Ve eC, f(z)>a
f(20) <
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Preuve . Considérons yo = pc (xo), s0it @ = yo — 9. On a
VyeCl, yo—yla<0
soit
yla>yo|a
Orzo—yo|a=—|zo— y0||2 <0 dol zg | a < yo | a. Prenons
_ %o |la+yo | a
2
On a bien

VyeCiyla>a
x| a<a

f est donnée par f = (. |a). DO

Ce théoreme admet plusieurs extensions :

(a) Extension en dimension finie au cas ol zg est sur la frontiere de C' (séparation large).

Théoréme :

On suppose E de dimension finie. Soit C' un convexe fermé et ¢ appartenant a la

frontiere de C, il existe f € E’' telle que

VyeC,f(y) = f(c

*%)

Preuve . Soit (z,) € (E\C

N R . .
)" convergeant vers c¢. D’aprés la démonstration du

théoréme précédent, si I’on pose

On a

an = pc (Tn) — Tn

Yy e Coylan>zn|an

Soit si ’on pose

1
Up = ——.Gn
llanl

Yy € Coy | up > zp | up

Or (uy,) est une suite vérifiant Vn € N, [|u,|| = 1. E étant de dimension finie sur R, elle
admet une valeur d’adhérence u de norme 1. Si (uq(y)) converge vers u, de

Vn € N,Vy S C’,y | Ue(n) > Ta(n) | Ua(n)

On déduit

O

VyeCyluzc|u

(b) Extension au cas de deux convexes fermés dont 1’un est compact (séparation stricte).

Théoréme :

Soit C' et C' deux convexes fermés disjoints de E avec C compact, il existe f € E'

et a réel tels que

Ve eC,f(z) <a
Ve e ', f(z) >«

59 On dit que I’hyperplan f (z) = f(c) sépare au sens large c et C
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Preuve . D’apres la continuité des applications distances, 'application

E — R
x = d(z,C")

est continue, elle atteint donc son minimum sur le compact C en un point ¢ € C. On a
donc

d(C,C") =d(c,C") = [l = ||

ou ¢ =pcr(c). On a
Vz € C, ||z — || > d(,C) soit ||z — || > ||le—{||
On en déduit que ¢ vérifie ||c — /|| = d (¢!, C) et donc ¢ = pe (¢') . On a donc

c=pc(c) et ¢ =pcr(c)

Posons a =c¢ — ¢'.
De ¢ = pc ('), on déduit

VyeC,c—yla<0soitec|la<y]|a
De ¢ = per (¢), on déduit
Vy'eC,y' —c|a<0soity |a<c |a
Orc—c |a=|al>>0douc|a>c |aetdonc
Vye C,Vy' € C'y' |la<y]a

f = (-] a) convient. O

(¢) Extension en dimension finie & deux convexes fermés (séparation au sens large)

Théoréme : Soit C et C' deux convexes disjoints fermés de E de dimension finie, il existe f € E'
et a réel tels que

VzeC, f(z)La

Vz e ', f(z) > a

Preuve . C et C' sont fermés, posons pour n € N, C, = CN B (6, n) , Cp est un

compact de E (de dimension finie) disjoints de C'. 1l existe donc u, que l'on peut
prendre normé et a,, réel tels que

Vo € Cpyup |z < ap
Ve € C'yuy, | x> ay

Soit
Ve e C,,Vz' € C' 2! |up > x| up

(un) admet une valeur d’adhérence u de norme 1 limite de (ug(n))- Soit z € C et y € C,
pour n 2 ||z||, on a y | ug(y) = = | ug(,) d’oll en passant & la limite

VyeC'VzeC,ylu>z|u
L’ensemble {z | u,z € C} est donc majoré, si a =sup{z | u,z € C}, on a

VeeC,z |u<a
VyeClyluza
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2. Convexes et points extrémaux

(a) Points extremaux

Définition : Soit C un convexe, z € C, z est dit point extremal de C ssi x ¢ C\/{\:c}

Exemple 50. Si C = [a,b], les points extrémaux de C sont a et b. Si C = ]a,b[, C
n’a aucun point extrémal. Si E = R? et C = B, les points extrémaux de C sont S =
{z € E,||z|| = 1} si on prend la norme euclidienne et {(1,1); (1,-1); (-1,1); (-1,-1)}
si l'on prend la norme ||(z,y)|| = max (|z|, |y|)

Remarque : Si z point extrémal de C, alors C\ {z} est convexe et z est non intérieur
acC.

Théoréme : Soit C un convexe et x € C, alors

Ty + 2

x extrémal & (Va:l,xg e€eC,z= >z =T = 332)

Preuve . Le sens direct est clair, si .x = “J?r“, x est barycentre positif de 1 et x, si

x # 1, alors & # x2 et € C\ {z}, x non extrémal.
Réciproquement, si z non extrémal,

P P
Eyl,---,yp S C\{m},Elal,---,ap > O,Zai =letx= Za,yz
i=1 i=1
On a p > 1 puisque z # y;. Prenons
1 p
21 =y1 et zo = pi.z:ai.y,-
=2 Y 5

x est barycentre de (z1,a1) et (22,1 — a1),a1 # 0 et 21 # = entraine zo # z. On a
X € [21,22], 2 # 21,2 # 29

Supposons a; > %, on a

r=a1.z1 + (1 —a1) .22 = % (z1+23) ot z3=(2a1 —1).21 +2(1 — 1) .22
23 € [21,22] et z milieu de deux points de C distincts de z. a; < % se traite de méme,
a = % donne immédiatement le résultat. O
(b) Liens entre convexes et points extremaux

Une intersection de convexes est un convexe, donc l'intersection de tous les convexes
contenant une partie X est un convexe et est le plus petit convexe contenant X. Ce
convexe est appelé enveloppe convexe X et noté X. Le but est de trouver X minimal
dont ’enveloppe donne un convexe C' donné. Le théorémes de séparation ainsi que les
remarques suivantes permettent de résoudre le probleme pour les convexes compacts.
Définition : On appelle demi espace ouvert (resp. fermé) les ensembles de la forme

Hy ={z € E, f(2) <a (resp. f(2) <a)}

Proposition : Soit C' un convexe fermé de F, alors

C= N H,

H, contenant C

Les H, étant des demi-espaces fermés.
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Preuve . On a clairement C' C n H,. Soit z ¢ C, d’aprés les théorémes de
H, contenant C

séparation, il existe f € E' et a réel tels que
VyeC, f(y) >aet f(z)<a
Considérons H, = {z € E, f(2) > a},ona C C H, et © ¢ H,. On déduit de cela
Co N H,

H, contenant C

et le résultat. O o
Conséquence : Soit A C E, alors A = N H

H, contenant A

Théoréme : (Krein-Milman) Soit C' un convexe compact non vide de E, alors C est égal &
I’adhérence de I’enveloppe convexe de ses points extrémaux.

Preuve . Notons X = {z € E, z point extrémal de C}, il faut montrer X=cC.
Montrons X # @. Soit a € C, application

E - R
z = |lz—al

f:
est continue sur E et atteint son maximum sur le compact C. Soit b ce maximum, on a
Vz e Clb—all 2 [|lz —al|

Montrons b € X. Soient ¢, ¢’ € C tels que

c+c
=5
On a
2.1~ alf* + 5. lle — €I = lle — al® +II¢' ~ all
Comme ||c—al| et ||¢' —a|| < ||b—al|, on en déduit |c—¢|| =0et ¢ = = b. b est

doncextrémal. X # &.

Notons C' = X, on a C' C C. Supposons existence de ¢ € C\C'. ¢ ¢ C'" donc d’apres
les théoreémes de séparation, il existe f € E' et «a réel tels que

Ve e, f(z) >a
flo<a

Posons 8 = mingee f(z), B est bien définie puisque C est compact, de plus § < a.
Considérons

Cs=Cnice B, f(z) =B}

(3 est un convexe compact de E car intersection de deux convexes fermés dont un com-
pact. Par définition de 8, Cg # @. D’apres ce qui précede, Cg admet un point extrémal
d. Soient dy,ds € C tels que
di + ds
d="2"72
2

On a
1
B=f(d)= 2" (f (d1) + f (d2)) avec f(d1) > B et f(d2) > B
On en déduit f(di) = f(d2) = B et di et dy appartiennent & Cg. Or d est un point
extrémal de Cg, on a donc d; = d2 = d et d point extrémal de C. D’ot1 d € X et donc
deC'. Or
Veel, f(d)=8<a<f(z)

D’ol une contradiction et C = C'. O
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4. PLAN DETAILLE

page 130

1.1.
1.

1. ESPACES VECTORIELS NORMES
Rappels des notions usuelles.

R

(a) Le corps commutatif R
(b) Ordre sur R
(¢) Complétude de R

)

(d) Les convexes de R

2. Les complexes

3. Espace vectoriel

1.2.

(a) Sous espace vectoriel de E
i. Opérations :
ii. Dimension finie

(b) Morphismes

(c) Algebre

Notion de norme.

1. Définition d’une norme

2. Exemples

1.3.

a) normes sur R ou sur C

(

(b
(
d
(e

Suites.

normes sur R”
¢) normes sur Cg [a, b] ou sur des espaces de fonctions

normes sur les polynémes et les suites

- N~ N

normes Euclidiennes

1. Suites réelles

(a
(b

) Suites, rappels
)

(¢) Unicité de la limite, arithmétique des limites
)
)

Définition de la convergence, lien avec la norme

(d) Cas des suites monotones, des suites adjacentes

(e) Généralisation & +oo.

2. Suites dans un EVN

(a) Définition de la convergence, lien avec la norme
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(b
(
(d
(e

3. Comparaison de suites

Unicité de la limite, arithmétique des limites
¢) Le probleme du produit
Changement de normes, normes équivalentes

Cas de R™ ou C™.

~— — ~— ~—

(a) Cas des suites réelles ou complexes
(b) Notations de Landau

(c) Cas des suites a valeurs dans E. o et O d’une suite réelle
1.4. Manipulation des suites, critéres de convergence.
1. Suites extraites
(a) Définition des suites extraites

(b) Construction de suite extraite

(c) Théoreme de Bolzano Weirstrass dans R
2. Suite de Cauchy

(a) Définition des suites de Cauchy
(b) Propriétés des suites de Cauchy
(c) Cas de R, complétude de R, C,R",C" et des
(d)
)

(e) Un exemple d’espace non complet.

Un exemple d’espace complet de dimension oo

1.5. Topologie.
1. Topologie d’un espace
(a) Boules, voisinages
(b) Fermés, Ouverts

(¢) Adhérence d’un ensemble, point adhérent, Intérieur
2. Compacité, complétude

(a) Sous ensemble complet d’un espace vectoriel normé
(b) Compact au sens de Bolzano Weirstrass

(c) Cas des espaces de dimension finie

1.6. Séries.

1. Séries

(a) Définition des séries
(b

) Opérations sur les séries, combinaison linéaire
(¢) Convergence des séries

d

(e) Produit dans une algebre

Application du critere de Cauchy, convergence absolue

2. Séries & termes positifs

page 131
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(a) Principe de comparaison
(b) Application. Etude de Y u,, avec u, = O (vy)

i. Série de Cauchy
ii. Série de Riemann
iii. Série de Bertrand

(c) Critere de D’Alembert
3. Série de termes quelconques

(a) Généralités
(b) Cas des séries alternées, sommation d’Abel

(¢) Comparaison série intégrale

2. TOPOLOGIE, APPLICATION A R

2.1. Généralités sur les limites de fonctions.

1. Applications continues

(a) Limites de fonctions en un point suivant une partie A C E
(b

) Fonctions continues
(¢) Prolongement par continuité
(d) Homéomorphismes
)

(e) Continuité uniforme
2. Comparaison de fonctions en un point adhérent aux domaines

(a) Fonctions numériques

(b) Notations de Landau
2.2. Cas des applications linéaires.
1. Généralités, caractérisation de la continuité
2. Triple norme, Espace Lk . (E, F)
3. Isomorphismes d’espaces normés
4. Applications multilinéaires continues
2.3. Application aux fonctions numériques.
1. Fonctions numériques
2. Continuité

(a) Théoreme des valeurs intermédiaires.
(b) Fonctions monotones. Caractérisation des homéomorphismes sur un
(¢) Image d’un segment

3. Dérivabilité

(a) Taux d’accroissement, dérivée

(b) Propriétés des dérivées
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¢) Composition
(c) p

i. Compositionde f:ITCR —>Ravecg: JCR — E.
ii. Composée de f: I C R — E avec g : E — F linéaire.

iii. Composéede f: I C R — C avec g: J C C — C particuliere.

iv. Difféomorphisme
(d) Théoreme de Rolle, accroissements finis (spécifique & R)
i. Extremum intérieur d’une fonction.
ii. Conséquences

4. Dérivées d’ordre supérieur

(a) Définition, propriétés
(b) Formule de Taylor
i. Lemme préliminaire, généralisation du théoreme de Rolle
ii. Principe
iii. Série de Taylor, Formules de Taylor

5. Fonctions convexes

a) Définition des fonctions convexes

(
(b

) Opérations sur les fonctions convexes
¢) Extremum des fonctions convexes

(
G

(e) Généralisation.

Régularité des fonctions convexes sur un intervalle

2.4. Suites de fonctions.

1. Type de convergences

(a) Convergence simple.
(b) Convergence uniforme
(¢) Variante de la convergence uniforme

i. Convergence uniforme sur tout compact
ii. Convergence normale

(d) Convergence pour une norme
2. Propriétés de la limite d’une suite de fonctions

(a) Continuité et limites.

i. Cas de la convergence simple
ii. Cas de la convergence uniforme.
(b) Intégration

i. Cas de la convergence uniforme sur I

ii. Théoremes de convergence dominée
A. Enoncé des 4 théoremes
B. Preuve des théorémes, résultats préliminaires
C. Preuve des théoremes
D. Exemples
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(¢) Dérivabilité

3. Exemple : Les séries entieres

3.1.

3.3.

R s

3.4.

(a) Généralités.
(b) Convergence des séries entieres
i. Rayon de convergence
ii. Opérations et rayon de convergence.
iii. Calcul du rayon de convergence.
(c¢) Fonctions séries entieres
i. Etude a l'intérieur du disque de convergence
ii. Etude sur le bord du disque de convergence.
A. > a, est une série absolument convergente

B. Y a, est une série vérifiant le critére spécial des séries alternées

C. Cas général
(d) Fonctions développable en série entiére.
i. Généralités
ii. Cas des fractions rationnelles.
iii. Existence et calcul d’'un développement en série entiere

A. Par intégration, dérivation et opérations arithmétiques.

B. Par les séries de Taylor
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C. Par utilisation d’une caractérisation (équation différentielle le plus souvent)

3. ESPACES DE HILBERT
Formes hermitiennes, espaces de Hilbert.

. Produit hermitien
. Norme euclidienne

. Espace de Hilbert

Orthogonalité.

. Relation d’orthogonalité

. Orthogonal d’une partie

Projection.

Projection sur un convexe fermé
Cas des sous espaces fermés
Dual d’un Hilbert, hyperplans

Sous espaces de dimension finie, application (Fourier)

Exemple : Séries de Fourier d’une fonction 27 périodique. .

. Espace de Dirichlet, coefficients de Fourier

Propriétés des coefficients de Fourier, inégalité de Bessel.
Théoremes de convergence.

(a) Théoreme de Parseval.
(b) Convergence uniforme de la série de Fourier
(¢) Convergence simple, théoréme de Dirichlet
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3.5. Conséquences, convexes dans un Hilbert.

1. Théoremes de séparation

(a) Extension en dimension finie au cas ol z¢ est sur la frontiere de C' (séparation large).
(b) Extension au cas de deux convexes fermés dont ’un est compact (séparation stricte).

(c) Extension en dimension finie & deux convexes fermés (séparation au sens large)
2. Convexes et points extrémaux

(a) Points extremaux

(b) Liens entre convexes et points extremaux



